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Durant l’estiu de l’any 2003, fruit d’un període de pràctiques a l’empresa grega Asprofos 
especialitzada en la realització de projectes íntimament lligats amb el món energètic, vaig 
col·laborar en el disseny de dipòsits de cru, concretament en el dimensionament dels seus 
fonaments. 
 
El fonament típicament utilitzat en aquest tipus de construccions és un fonament anul·lar 
que permet transmetre totes les empentes a què es veu sotmesa la paret del dipòsit al terreny. 
Entre les accions considerades destaquen el pes propi, l’acció del vent, l’empenta del cru a 















Gràfic 1. Secció transversal del fonament objecte de la present tesina d’especialitat 
Font: Elaboració pròpia 
 
Un dels factors claus en el dimensionament d’aquests fonaments és la determinació dels 
assentaments que es produiran en superfície degut a les càrregues que el dipòsit transmet al 
terreny. El departament d’enginyeria civil de l’empresa on estava realitzant el període de 
pràctiques, utilitza una formulació analítica publicada a l’article [1] segons la qual 
l’assentament mig que es produeix sota un fonament anul·lar ubicat en un terreny amb més 






















On:   r2: radi exterior del fonament anul·lar (m) 
  Q: pressió sobre el fonament deguda a les càrregues externes. (KN/m2) 
   Ei: mòdul de Young de l’estrat considerat  (KN/m2) 
  Ki: coeficient obtingut del Gràfic 2 que depèn de la profunditat del terreny que estem       
considerant (z/r2) i del valor de n donat per r1/r2. 
   r1: radi interior del fonament anul·lar. (m)  
 
(1) 
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Gràfic 2. K vs. z/r2 
Font: [1] 
 
M: coeficient adimensional que depèn de la relació 2z/r2 segons estipula la taula 1 que 




0 - ≤ 0.5 1,5 
0.5 - ≤ 1 1,4 
1 - ≤ 2 1,3 
2 - ≤ 3 1,2 
3 - ≤ 5 1,1 
> 5 1,0 
 
   Taula 1. Valors del coeficient M 
Font: [1] 
 
me: coeficient adimensional que depèn de la diferència entre r1 i r2 i que ve donat pels 
valors que figuren a la taula 2. 
 
 
(r2 – r1) me 
5 - ≤ 10 1.2 
10 - ≤ 15 1.35 
> 15 1.5 
  
     Taula 2. Valors del coeficient me 
Font: [1] 
 
Es tracta d’una formulació analítica molt antiga, de l’any 1977, que depèn de molts 
paràmetres que s’han determinat de forma empírica i que, per tant, poden estar subjectes a 
error. De fet, la pròpia experiència acumulada pels tècnics de la companyia posa de manifest 
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aquesta manca d’exactitud. Segons les seves estimacions, els assentaments obtinguts 
mitjançant la utilització de la formulació proposada per [1] són de l’ordre del 30 % superiors 
als assentaments que es produeixen en realitat. Així doncs, es tracta d’una aproximació no 
gaire bona de la realitat, però que en qualsevol cas ens deixa del costat de la seguretat. 
 
Davant d’aquesta manca de fiabilitat vaig proposar als responsables del departament 
d’Enginyeria Civil, la possibilitat de realitzar un model numèric que ens permetés obtenir uns 
resultats més precisos per tal d’optimitzar els recursos utilitzats en el procés de 
dimensionament, en aquell moment es va decidir no dur a terme aquesta proposta per manca de 
temps. 
 
Amb posterioritat, es va plantejar la possibilitat de realitzar un model numèric que 
permetés reproduir el comportament d’un fonament anul·lar en diferents situacions, objectiu 
que ha guiat la present tesina d’especialitat. Cal remarcar que actualment els tècnics 
d’Asprofos han mostrat interès en la possible utilització del model numèric obtingut. 
 
2. OBJECTIUS  
 
Tal i com hem citat anteriorment el principal objectiu d’aquesta tesina d’especialitat és el 
d’obtenir un model numèric que permeti reproduir el comportament d’un fonament anul·lar 
sotmès a un conjunt d’accions exteriors i suportat per un terreny amb unes propietats físiques 
determinades a través d’assajos geotècnics. En concret, determinarem l’assentament mig de la 
superfície del terreny que es troba sota el fonament. 
 
Els objectius de la present tesina d’especialitat es dividiran en funció de si considerem un 
model lineal (elàstic) o un model no lineal (plàstic) del terreny. 
 
En el cas elàstic, després de verificar que els resultats obtinguts amb el model són fiables 
(contrastant-los amb resultats analítics àmpliament acceptats), els contrastarem amb els de la 
formulació proposada per [1]. Finalitzarem aquesta part plantejant el problema d’indentificació 
dels paràmetres materials, veurem com són les isolínies de l’error i veurem que és possible 
l’obtenció d’uns paràmetres òptims que permeten minimitzar l’error. 
 
Pel que fa l’estudi del model plàstic del terreny, el principal objectiu és l’obtenció del 
mecanisme de ruptura d’un fonament anul·lar i de la corba que relaciona el radi interior del 
fonament anul·lar amb la càrrega de ruptura. Comprovarem com amb r1 → 0 obtenim la 
càrrega de ruptura d’un fonament circular. Els models numèrics en règim no lineal ens 
permetran obtenir les càrregues de ruptura per a dos fonaments anul·lars amb radis interiors 
diferents. Aquests resultats, juntament amb la càrrega de ruptura d’un fonament en faixa (r1 → 
∝), que obtindrem mitjançant l’aplicació dels teoremes de la cota superior i de la cota inferior, 
ens permetran dibuixar la càrrega de ruptura del terreny en funció del radi interior de la 
cimentació anul·lar. 
 
És important remarcar que l’anàlisi no lineal s’ha dut a terme considerant, únicament, el 
cas no drenat (CU) i aproximant la superfície de fluència mitjançant l’aplicació del model de 
Von Mises, ja que no hem disposat de les dades suficients per realitzar l’estudi d’altres casos 
tal i com veurem més endevant. 
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3. MODELITZACIÓ NUMÈRICA 
 
Ambdós anàlisis, tan l’elàstic - inclòs el procés de minimització - com el plàstic, s’han dut 
a terme mitjançant un model d’elements finits implementat utilitzant el codi orientat a l’objecte 
anomenat CASTEM [2]. 
 
Segons descriuen [3] i [4], la primera etapa de la modelització numèrica està constituïda 
per la discretització en elements finits, que es pot dur a terme mitjançant elements del tipus 
TRI 3, QUA 4, TRI 6 o QUA 8 (sempre que volguem treballar segons un model 
bidimensional). La utilització d’uns elements o d’uns altres estarà en funció de la precisió que 
nosaltres volguem obtenir en el nostre model i del cost computacional que estem disposats a 
assumir. Cal tenir molt present que la malla d’elements finits representa una idealització de la 
geometria real que presenta el model, de forma que els resultats obtinguts no deixen de 
reproduir el comportament de la malla escollida, i no el de l’estructura real. Únicament 
comprovant la convergència de la solució podem estimar el grau d’aproximació de la solució 
d’elements finits a l’exacta. 
 







Essent )(~ uf=σ en el cas d’elasticitat lineal una funció de les derivades primeres dels 
desplaçaments u. El tipus d’interpolant que utilitza el model són splines C0. L’expressió de 





On:   ai són els coeficients que cal determinar del model d’interpolació. 
Ni(x): funcions de forma. Es consideraran les de Galerkin. 
 
Aquestes equacions ens permeten expressar els desplaçaments cartesians d’un punt 
qualsevol de l’interior de l’element en funció dels desplaçaments en els seus nodes. 
 
Aquestes relacions les podem escriure de forma matricial i operant segons les relacions 
descrites a l’equació (3) podem arribar a obtenir la forma dèbil del problema que ve donada per 





Qualsevol forma dèbil la podem expressar en forma compacta com una forma bilineal 
simètrica i definida positiva i una forma lineal, fet que facilita la solució de l’equació anterior i 
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Pel que fa a l’estudi de la càrrega de ruptura del terreny, l’anàlisi s’ha de dur a terme 
considerant un règin no lineal ja que no ens trobem dins la branca elàstica del terreny. Aixó 
suposa, segons comenta [5], que tinguem més d’una solució. Així doncs, si obtenim una 
solució, pot ser que aquesta no sigui la solució que buscàvem. És bàsic realitzar una correcta 
interpretació física del problema, així com també és important el fet d’utilitzar procediments 
incrementals amb passos petits per obtenir resultats que tinguin un sentit físic. 
 
Així doncs, el problema general sempre es formula (en funció del paràmetre de 
discretització a) com la solució de: 
ψn+1 ≡ ψ (an+1)= P(an+1) – f= 0 
 
que comença amb la solució de (quasi) equilibri en 
 
a = an   ψn = 0  f = fn 
 
i generalemt surgeix degut a canvis de les funcions de força f i fn a 
fn+1=fn + ∆ fn 
La determinació del canvi ∆ an tal que  
an+1= an + ∆ an 
 
serà el principal objectiu del mètode i per tant, els increments de ∆ fn que es consideraran 
seran raonablement petits per tal que es pugui seguir la dependència de la història. A més a 
més, aquests procediments incrementals són molt útils per tal d’evitar un excessiu nombre 
d’iteracions i per tal de seguir el camí físicament correcte. El gràfic  mostra la manca d’unicitat 
que comentàvem anteriorment i que pot aparèixer si la funció ψ disminueix i a continuació 
augmenta a mesura que el paràmetre a creix uniformement. És evident que per tal de seguir la 










Gràfic 3. Possibilitat de solucions múltiples. 
Font: [5] 
 
Per tal de resoldre aquest problema, [5] proposa diverses tècniques iteratives entre les quals 
destaca el mètode de Newton – Raphson. Aquest mètode és el que presenta una convergènca 
més ràpida per a la solució de problemes no lineals (sempre que la solució inicial es trobi dins 
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Tot i presentar una convergència molt ràpida, el procediment de Newton – Raphson, pot ser 
car i incòmode. Els principals motius d’aquesta incomoditat són: 
 
- S’ha de formar i refactoritzar (resoldre) una nova matriu KT (matriu del jacobià) 
per a cada iteració. 
- [5] també comenta que en determinades ocasions, com pot ser, en 
elastoplasticitat no associada, la matriu KT encara que inicialment presenti una 
estructura simètrica, es torna no simètrica, i en conseqüència és necessària la 
utilització de procediments de solució per a equacions no simètriques. 
 
Alguns d’aquests inconvenients els podem evitar mitjançant procediments alternatius, com 
poden ser el mètode de Newton – Raphson modificat o els mètodes incrementals-secants de 
quasi-Newton. 
 
Aquests processos iteratius permeten arribar a la solució exacta de forma aproximada, així 
doncs, cal estipular uns límits de tolerància per finalitzar les iteracions. [5] proposa la 
utilització d’una tolerància obtinguda a partir de la norma energètica de l’error. 
 
Els mètodes iteratius permeten resoldre tots els problemes no lineals en els que s’ha 
utilitzat una discretització per elements finits. L’elecció específica de la metodologia òptima 
depén del problema en qüestió. A partir dels comentaris realitzats per [5] es pot deduir que: 
 
- Els esquemes de Newton – Raphson exactes s’han d’utilitzar quan la 
convergència és difícil d’aconseguir, i 
- L’avantatge de l’actualització simètrica de matrius en els procediments quasi – 
Newton  fa que aquests siguin, tot sovint, l’únic candidat pràctic des del punt de 
vista econòmic. 
 
El fet que estiguem estudiant la càrrega de ruptura mitjançant un model numèric inclou una 
dificultat més al càlcul en règim no lineal. Aquesta aproximació exigeix un tractament numèric 
especial ja que en una zona local, les deformacions poden esdevenir infinites i aparèixer 
discontinuitats de desplaçament. Aquestes discontinuïtats poden aparèixer sota un 
comportament plàstic perfecte i són molt mal representades si utilitzem subdivisions molt 
senzilles d’elements finits. 
 
 Les observacions realitzades per [5] en aquest sentit aconsellen la utilització de funcions 
de forma localment discotínues o de plantejar un refinament local adaptable mantenint les 
funcions contínues. En la present tesina d’especialitat hem optat per aquesta segona opció tal i 
com reflecteix el gràfic 4 on podemveure la malla utilitzada en el calcul de la càrrega de 
ruptura per a una cimentació anul·lar amb radi interior igual a 0,69 (model adimensionalizat 
amb r2). 
 
Observem que en aquelles zones on es preveu que existirà la discontinuïtat de lliscament 
hem plantejat un refinament de la malla d’elements finits. 
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Gràfic 4. Utilització d’un refinament adaptable per captar una discontinuïtat de lliscament 
en el model d’una cimentació anul·lar amb r1=0,69 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
En relació al model numèric cal observar que tots els càlculs s’han realitzat en un PC 
excepte els que exigien un cost computacional massa elevat on hem utilitzat el servidor 
Lordvader, pertanyen al departament de Matemàtica Aplicada de l’UPC. 
 
4. ANÀLISI LINEAL 
 
4.1. Llei constitutiva elàstica 
 
Segons descriu [6], la llei de Hooke per a problemes unidimensionals suposa la 
proporcionalitat entre la tensió, σ, i la deformació, ε, a través de la constant de proporcionalitat 
anomenada mòdul d’elasticitat E: 
 
εσ ·E=    (9) 
 
A la Teoria de l’Elasticitat, aquesta proporcionalitat es generalitza al cas multidimensional 
suposant la linealitat de la relació entre les components del tensor de tensions σ i de 















=Llei de Hooke 
generalitzada 
(10) 
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En el cas en què estiguem treballant amb el model elàstic d’un material isòtrop, és a dir, 
que presenta les mateixes propietats en totes les direccions, la isotropia del terreny es tradueix 
en el caràcter isòtrop del tensor de constants elàstiques C. 
 





On λ i µ són conegudes com a constants de Lamé, que caracteritzen el comportament 
elàstic del material i que han de ser obtingudes experimentalment. 
 
Així doncs, l’equació constitutiva per al material elàstic lineal isòtrop, coneguda com a Llei 




La inversió de la Llei de Hooke ens permetrà definir les deformacions en funció de les 
tensions. Aquest procediment a la inversa condueix a la definició d’unes noves propietats 
elàstiques que són E (mòdul de Young) i ν (coeficient de Poisson), que es poden escriure com 
una funció de les constants de Lamé esmentades anteriorment. 
 
   
 
 
L’equació constitutiva inversa per a un material elàstic lineal i isòtrop es pot escriure tal i 





Si finalment escrivim la llei de Hooke segons la part esfèrica i la desviadora del tensor de 
tensions (σm, σ’)  i del tensor de deformacions (e, ε’), obtindrem una expressió que ens 
permetrà trobar les tensions en funció de les deformacions a partir d’una equació que depèn del 
mòdul de Young i del coeficient de Poisson. 
 
σ = σm·1+ σ’, on la part esfèrica es pot escriure com σm=Ke i la part desviadora com 
σ’=2Gε’; definint a la vegada el mòdul de deformació volumètrica K i el mòdul de deformació 
transversal G i que es poden escriure tal i com es detalla a continuació: 
 
G = µ = 
)1·(2 ν+
E    
)21(3 ν−=
EK     (15) 
 
4.2. Definició del domini de treball 
 
Aprofitant l’axisimetria del fonament anul·lar, s’ha definit el domini de treball que 
representem al gràfic 5. Notem que també queden reflectides les condicions de contorn en 
desplaçaments i en forces, així com també el fet que s’han considerat dos estrats. Aquesta 
última consideració s’ha realitzat a fi i efecte de facilitar la posterior implementació al model 
Tensor de constants 
elàstiques 
IC µλ 211 +⊗= (11)











++−= 11)( (14) 
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real d’estudi. La càrrega (q), el pes propi del terreny que vindrà donat per (γ), les propietats 
físiques del terreny pel cas elàstic (E i ν), també han estat les mateixes que es consideraran en 
l’apartat 4.4. i que detallarem en el seu moment. 
 
Les condicions de contorn en desplaçaments són les següents: considerem que el nostre 
domini de treball descansa sobre un estrat rígid, de forma que el límit inferior serà fix; això es 
tradueix considerant ux=0 i uy=0; per altre cantó, les parets laterals del nostre domini de treball 
no permetran el moviment en sentit transversal, però sí que permetran el moviment 
longitudinal. Així doncs, les condicions de contorn es traduiran en ux=0 i uy≠0.  
 
Pel que fa a les condicions de contorn en forces, considerarem la presència d’ una càrrega 
uniformement  distribuïda en aquells punts del domini que estiguin en contacte amb el 













Gràfic 5. Domini de treball i condicions de contorn 
Font: Elaboració pròpia 
 
En la definició del domini de treball de treball s’ha utilitzat la malla generada a partir del 
programa GEN4U [7] amb elements QUA4. El gràfic 6 representa la malla utilitzada. 
 
Gràfic 6. Malla utilitzada en la definició de l’ample del domini 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
ux=0 








E2 Pes propi 
P4 
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Per tal de determinar el valor de n que ens defineix l’ample del domini de treball s’han 
analitzat els desplaçaments del punt que es troba a l’extrem (P4). Aquest criteri s’ha adoptat 
per tal de trobar aquella amplada que permet que les condicions de contorn a l’extrem del 
domini no influeixin en el resultat. S’ha adoptat el valor de n a partir del qual l’assentament del 
punt P4 es manté pràcticament constant. El gràfic 7 permet comprovar com a partir de n = 7 la 

























Grafic 7. Assentament del punt P4 vs. Ample del domini (n) 
Font: Elaboració pròpia 
 
Observem que una bona elecció del valor de n també permetrà optimitzar els càlculs del 
model amb elements finits. 
 
Partint dels resultats obtinguts al gràfic 5, podem concloure que obtindrem una bona 
definició del domini de treball considerant un valor de l’ample igual a 7·B. Així doncs, tots els 
models considerats d’ara en endavant tindran aquesta dimensió. 
 
Pel que fa a la profunditat que assoleix el domini d’estudi, s’ha considerat un valor igual a 
3·B. S’ha escollit aquesta profunditat per dos motius. Per un cantó, perquè no influeix els 
càlculs dels assentament i per l’altre perquè facilitarà l’estudi del cas real que plantejarem més 
endavant. A més, aquesta profunditat coincideix amb la proposada per [8]. 
 
4.3. Verificació del model considerat  
 
Abans de contrastar els resultats obtinguts mitjançant la utilització de la formulació 
proposada per [1] amb els resultats que ens proporciona el model numèric, caldrà verificar 
prèviament la validesa d’aquest. Aquesta comprovació la realitzarem mitjançant tres 
referències. 
 
En primera instància analitzarem l’evolució de l’error del model numèric. Utilitzarem la 
malla uniforme que podem veure al gràfic 8 per tal d’analitzar quin és l’error del nostre model 
en funció del tamany de l’element utilitzat en la discretització; dit d’una altra manera, en 
funció del tipus d’elements que utilitzarem per definir la malla d’elements finits: TRI 3, QUA 
4, TRI 6 o QUA 8. 
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A continuació estudiarem quin és l’assentament que ens proporciona el nostre model per a 
un fonament de tipus anul·lar quan estudiem els dos casos extrems: r1 → 0 i r1 →∝, dels quals 
coneixem els assentaments determinats aplicant la formulació analítica. Tal i com veurem més 
endavant, hem utilitzat una malla adimensionalitzada per estudiar aquests problemes. 
 
Avancem que els resultats que veurem a continuació confirmen la bondat del model 
numèric que s’ha considerat en la realització d’aquesta tesina d’especialitat. 
 
4.3.1. Pendent de les corbes de l’error vs. tamany de l’element utilitzat en la 
dicretització  
 
Com hem comentat anteriorment, el pendent de les rectes LOG (e) vs. LOG (h), on e és 
l’error tal i com definirem a continuació i h és el tamany dels elements considerats en la 
modelització per elements finits, és conegut.  
 
CASTEM disposa d’un estimador de l’error a posteriori per al model elàstic lineal en 2D 
proposat per Zhu-Zienkiewicz [9] la notació del qual és ZZ. Aquest estimador permet avaluar 
l’error u-uh a partir d’un camp de tensions σh calculat. El principi amb el qual es basa aquest 
estimador és la construcció d’un nou camp de tensions σ* calculat en un espai de forma que 
l’error estimat tendeix a zero quan la densitat dels elements també tendeix a zero. 
 
L’obtenció del camp de tensions σ* es basa en la realització d’un procés de mínims 
quadrats que ens permet obtenir un estimador d’error global. 
 
Tenint en compte que es verifica la següent desigualtat [4]: mphCe −+≤ 1·  
On: C: constant 
p:  ordre del polinomi interpolador i que depèn dels elements considerats en la 
discretització per elements finits. Per a QUA4 i TRI3 tenim p=1; per TRI6 i 
QUA8, considerarem p = 2. 
m: grau de la major derivada de la norma que defineix l’error. 
e: error comès en el procés de modelització numèrica. 
h: tamany de l’element utilitzat en la discretització  
 










Així doncs, m = 1 i p dependrà del tipus d’elements que utilitzem per generar la malla. Per 
TRI3 i QUA4, el valor de p = 1, mentre que per a TRI6 i QUA8, p=2. 
 
L’expressió (16) quedarà de la manera següent: phCe ·≤   
 
Treient LOG a banda i banda de la inequació, obtenim l’equació de la següent recta: 
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Acabem de comprovar que per a elements del tipus TRI3 i QUA4, el pendent de la recta 
serà 1, mentre que per a elements de tipus TRI6 i QUA8, el pendent serà 2. 
 
En la realització de la verificació del model considerat (corba LOG(e) – LOG(h)) s’ha 
utilitzat la malla d’elements finits que apareix al gràfic 8. Observem que es tracta d’una malla 
uniforme i que presenta una densitat de nodes en la part superior més elevada que en la part 
inferior del domini. Aixó es deu al fet que els assentaments més importants es produiran en la 
superficie del terreny i no en les zones més profundes del domini de treball. Per tal de 




Gràfic 8. Malla uniforme amb elements QUA4 i n = 40 per a l’obtenció de les corbes 
LOG(e) vs. LOG(h) 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
El gràfic 9 permet comprovar que els pendents són els que hem citat anteriorment. 
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TRI3 QUA4 TRI6 QUA8
 
Gràfic 9. Rectes LOG(e) vs. LOG(h) 
Font: Elaboració pròpia 
 
4.3.2. Justificació de la geometria d’elements finits adoptada  
 
L’estudi realitzat en l’apartat anterior també ens permet determinar quin és el model que 
utilitzarem d’ara en endavant per a la realització dels nostres càlculs. 
 
Tot i que el cost computacional, mitjançant la utilització d’una malla uniforme, dels models 
amb elements de tipus TRI3 i QUA4 és molt menor que el necessari per a elements del tipus 
TRI6 i QUA8, l’error que es comet utilitzant la primera parella d’elements és molt més gran 
que l’error comès utilitzant la segona parella. Per altra banda, el gràfic 9 mostra com amb la 
utilització d’elements de tipus TRI6 i QUA8, obtenim convergència quadràtica, és a dir, el 
model convergeix molt més ràpidament a la solució. La taula 3 reflecteix l’error global comès 
en funció dels elements considerats (s’ha considerat n=200, on n és el nombre de nodes entre 
dos punts consecutius que defineixen una part del contorn del domini de treball). Observem 
que, per a un mateix valor de n, l’error comès amb la utilització d’elements del tipus TRI6 és 
més elevat que mitjançant la utilització d’elements QUA8. 
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Elements de tipus Errors globals 
TRI 3 1,29241E-02 
QUA 4 1,12413E-02 
TRI 6 9,96206E-04 
QUA 8 (malla uniforme) 9,19087E-04 
QUA 8 (malla no uniforme GEN4U) 1,13086E-03 
 
Taula 3. Les diferents geometries i errors globals 
Font: Elaboració pròpia 
 
Així doncs, els elements que utilitzarem per desenvolupar els models que estudiarem a 
continuació seran de tipus QUA8. Després d’haver realitzat l’estudi de diversos casos, 
observem que si utilitzem una malla adaptable enlloc d’una malla uniforme amb elements 
QUA8, el cost computacional disminueix considerablement. Tot i que l’error obtingut amb la 
malla uniforme és més petit, la utilització d’aquest model suposa un cost a nivell de CPU 
important. 
 
Una malla adaptable (obtinguda mitjançant el programa GEN4U) amb elements QUA8 serà 
la que utilitzarem en el nostre estudi. Veure gràfic 10. 
 
Gràfic 10. Malla adaptable d’elements finits que utilitzarem en la realització de la tesina. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
4.3.3. Anàlisi resultat: Fonament anul·lar amb r1 = 0 vs. Fonament circular 
 
Tal i com hem vist en apartats anteriors, la geometria del fonament que estem estudiant és 
anul·lar. El radi interior d’aquest anell ve donat pel valor de r1 mentre que el valor del radi 
exterior correspon a r2. Observem que si fem 0 el valor del radi interior del fonament anul·lar, 
obtenim un fonament circular. 
 
Per altre cantó, la geometria circular ha estat molt utilitzada com a fonament en diferents 
tipus de construccions i es coneixen expressions molt fiables que proporcionen els valors dels 
assentaments en el punt mig d’aplicació de la càrrega (20). Aquest fet ens permetrà comprovar 
si els resultats obtinguts amb el nostre model són o no són fiables. 
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Per realitzar aquesta comprovació utilitzarem una malla adimensionalitzada mitjançant el 
valor de B = r2 (gràfic 4). Aquesta adimensionalització ens durà a la utilització d’una malla 
amb la geometria que reflecteix el gràfic 10. Si considerem que el radi interior del fonament 




r  també tendeix a zero. Tal i com es reflecteix a la taula de resultats 4, el límit superior per a 







Cal que tinguem en compte que es tracta d’un model en el qual existeix axisimetria i que 
nosaltres únicament considerem l’aplicació de la meitat de la càrrega de forma que caldrà 

















Gràfic 10.a Esquema propietats considerades en l’estudi adimensional. 
 
 
Gràfic 10.b Malla adimensionalitzada per l’estudi d’assentaments CASTEM 
 
Gràfic 10. Domini adimensionalitzat mijançant el valor de B =  r2 
Font: Elaboració pròpia 
 
ux=0 













Escola Tècnica Superior d’Enginyers de Camins, Canals i Ports de Barcelona 
 
Treball Fi de Carrera: Tesina d’especialitat 
 Model numèric d’una cimentació anul·lar  22 
La taula 4 i el gràfic 10 que adjuntem a continuació reflecteixen els resultats obtinguts. 
 








Taula 4. Assentaments del punt P7 per a diferents quocients (r1/r2) del fonament anul·lar 




























Gràfic 11. Assentaments punt P7 vs. r1/r2 
Font: Elaboració pròpia 
 
El gràfic 12 ens mostra la deformada obtinguda utilitzant la malla adaptable 
adimensionalitzada considerant elements de tipus QUA8 per al cas que estudiarem a l’apartat 




r  (gràfic 11 a.) i la 




r  (gràfic 11 b.). 
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Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
Observem que l’anàlisi s’ha dut a terme considerant l’existència d’un únic estrat en el 
domini de treball. Això es deu al fet que la solució analítica que utilitzarem per calcular 
l’assentament del punt mig del fonament circular  només és vàlida en aquest cas. 
 
Així doncs, la solució analítica s’ha obtingut segons proposa [10] en un semespai de 
Boussinesq. El gràfic 13 esquematitza la situació a la qual correspon la formulació utilitzada. 
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- s: assentaments en superfície en el centre del fonament. (m) 
- q: càrrega uniformement repartida que actua sobre el terreny (N/m2) 
- a: radi del fonament circular (m) 
- E: Mòdul de Young (N/m2) 
- ν: Coeficient de Poisson 
 
Els valors considerats per realitzar el càlcul són els següents: E = 11 MPa, ν= 0,3, a = 1 m, 
q = 3300 KN/m2 (el valor de Q que actua sobre el fonament circular de radi 1 m. és de 
10364,25 KN). 
 
El resultat obtingut és s = 0,5462 m. Com podem comprovar la diferència entre 
l’assentament assolit mitjançant el model numèric i l’assentament obtingut amb el càlcul 
analític mitjançant (20), és pràcticament inapreciable, essent l’error relatiu d’un 1,08 %. 
 
4.3.4. Anàlisi resultat : Fonament anul·lar amb r1 → ∝  vs. Fonament en faixa 
 
L’últim pas en la verificació del model numèric utilitzat, correspon a la comprovació dels 
assentaments obtinguts pel nostre model quan fem tendir el radi interior del fonament anul·lar a 
∞. Com podrem comprovar, aquests assentaments són del mateix ordre que els obtinguts quan 
analitzem un fonament en faixa. 
 
El càlcul de l’assentament d’un fonament en faixa, s’ha dut a terme utilitzant la formulació 
que proposa [11] per a una càrrega en faixa infinita distribuïda uniformement. Aquesta fórmula 
s’obté de la doble integració de l’espai de tensions proposat per Boussinesq [10] per a aquest 
cas. Segons [11], aquesta doble integració condueix a un assentament infinit en tots els punts 
del semiespai, això es deu al fet de treballar amb una càrrega infinita i a l’espessor del 
semiespai. En realitat, és precisament el fet que l’estrat o estrats compressibles tinguin un 
espessor limitat, més que no pas el fet que la càrrega en faixa tampoc sigui infinita, el que 
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Si acceptem que existeix un punt fix a profunditat d sota el centre de la faixa, el moviment 








- s: assentaments en superfície en el centre del fonament. (m) 
- p: càrrega uniformement repartida que actua sobre el terreny (N/m2) 
- b: semiample del fonament en faixa (m) 
- E: Mòdul de Young (N/m2) 
- ν: Coeficient de Poisson 
- d: profunditat sota el centre de la faixa. (m) 
 
L’esquema que adjuntem a continuació, gràfic 14, permet identificar tots els paràmetres 




Gràfic 14. Esquema pel càlcul de l’assentament d’un fonament en faixa.  
Font: [6] 
 
Si tenim en compte els següents valors per als paràmetres: b= 0,5 m, p = 1,98838 ·105 
N/m2, E = 11 MPa, ν= 0,3, d = 3 m, el valor de l’assentament obtingut a la superfície del 
terreny i en el punt mig d’aplicació de la càrrega és 0,021976 m. 
 
Per tal d’obtenir els assentaments mitjançant el model numèric, hem adoptat la mateixa 
metodologia que en el cas descrit a l’apartat 4.3.3. S’ha definit una malla adimensionalitzada i 
s’ha anat augmentant el radi interior r1 del fonament anul·lar fent-lo tendir en el límit a ∝, 
considerant que el valor del radi exterior del fonament anul·lar vindrà donat per r2= r1+1. Tot i 
així, hem hagut d’utilitzar una malla amb una amplada superior a la que hem utilitzat en 
l’estudi del fonament circular ja que per tal de modelar correctament el comportament d’una 
càrrega en faixa cal que r1→∞, per tant el domini de treball ha de ser suficientment ample. La 
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-22,11384·10  9 
 
Taula 5. Assentaments sota el centre de la càrrega anul·lar i valor de. r1 considerant una 
malla adaptable QUA8 adimensionalitzada d’ample 10 
Font: Elaboració pròpia 
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Gràfic 15. Assentaments vs. r1 
Font: Elaboració pròpia 
 
Segons podem veure en el gràfic 15, els assentaments en el punt mig d’aplicació de la 
càrrega van disminuint a mesura que ens allunyem de l’origen del domini de treball. Ara bé, 
notem que per a distàncies superiors o iguals a 7m, els assentaments tendeixen a estabilitzar-se 
i a apropar-se al valor de referència del càlcul analític. 
 
El gràfic 16 permet veure la malla utilitzada en el càlcul numèric. Podem observar que la 
seva amplada és superior a la del gràfic 9 b. 
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Gràfic 16. Malla utilitzada en el càlcul numèric 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
El resultat obtingut del model numèric és el següent: 2,11384·10-2m 
 
El resultat obtingut de la utilització de (21) és 0,021976 m, comparant-lo amb 
l’assentament que hem obtingut utilitzant el model numèric i els paràmetres materials 















4.4. Anàlisi d’un cas particular. Dipòsit TK – 601.  
 
Una vegada hem comprovat la bondat del nostre model numèric, ja estem en condicions 
d’analitzar un cas real. En particular estudiarem el dipòsit que hem comentat en l’introducció 
d’aquesta tesina d’especialitat. El tanc TK – 601 s’utilitzarà en un futur per emmgatzemar cru 
o derivats del petroli.  
 
A continuació es definirà geomètricament el dipòsit, s’estudiaran quines són les accions 
que s‘han tingut en compte en el càlcul del fonament i les propietats físiques del terreny que 
s’han obtingut de les mostres preses in situ. 
 
Tot seguit obtindrem els resultats dels assentaments consideran el model numèric i el 
model analític (1) que ja s’ha exposat a la introducció. 
 
Finalment es realitzarà una comparació dels resultats obtinguts en ambdós models. 
 
4.4.1. Definició del tanc estudiat 
 
4.4.1.1. Definició geomètrica del dipòsit i del fonament 
 
Els dipòsits que típicament s’utilitzen per  emmagatzemar els productes derivats del petroli 
són cilìndrics i estant construïts amb una làmina d’acer. La transmissió de les diferents 
càrregues que actuen sobre aquesta estructura al terreny es realitza mitjançant un fonament 
anul·lar. Els gràfics 17, 18 i 19 ens permeten veure les dimensions que tindrà el fonament 
objecte del nostre estudi. 
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Gràfic 17. Esquema en planta del dipòsit TK – 601 




Gràfic 18. Secció transversal del tanc TK – 601 
Font: Elaboració pròpia 
 
Tal i com hem comentat anteriorment, aprofitant l’axisimetria del fonament, estudiarem els 
assentaments que es produeixen en la meitat del domini, tal i com hem fet en els apartats 
anteriors. En el gràfic 18 podem veure les dimensions de la sabata utilitzada per realizar el 
fonament. 
 
Gràfic 19. Definició geomètrica del fonament utilitzada. 
Font: Elaboració pròpia 
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4.4.1.2. Paràmetres que defineixen les característiques geotècniques del terreny 
 
Tal i com hem vist a l’apartat 4.2 en el qual hem estudiat quin era el domini de treball 
òptim per tal d’obtenir un bon model numèric, fet que també permetia minimitzar el seu cost 
computacional, i tenint en compte que aprofitem les propietats d’axisimetria del fonament, el 
domini de treball serà rectangular amb una base igual a 7·r2 = 50,26 m, si considerem un radi 
exterior de 7,18 m, i una profunditat de 3·r2 = 21,54 m. 
 
Aquest domini rectangular estarà format per dos estrats de materials amb paràmetres 
elàstics diferents. Recordem que treballem partint de la hipòtesis que el nostre domini es 
comporta segons un model constituttiu elàstic i tal i com hem vist a l’apartat 4.1, aquest queda 
definit coneixen els següents paràmetres del terreny: el mòdul de Young (E), el coeficient de 
Poisson (ν) i el pes específic (γ) per tal de determinar el pes propi del terreny. En el gràfic 20 















Gràfic 20. Estrats amb què es divideix el domini de treball i paràmetres elàstics que el 
defineixen. 
Font: Elaboració pròpia 
 
El primer estrat està constituït per terrenys de tipus argilós i sorrenc, els seus paràmetres 
constitutius són Es1≈ 7 Mpa i ν = 0.3. La profunditat a la qual arriba aquest estrat és de 5,3 m 
respecte la superfície del terreny. Sota aquest primer estrat trobem un segon estrat que assoleix 
una profunditat de 21,54 m. Es tracta d’un estrat que també està format per sòls argilosos i 
sorrencs. El coeficient de Poisson d’aquest segon estrat ha resultat ser el mateix que el del 
primer, encara que sí varia el mòdul de Young, essent Es2≈ 11 Mpa. 
 
Observem que les dades utilitzades en el present apartat són d’un cas real obtingudes 
després de la realització d’un estudi geotècnic mitjançant cates per part del departament de 
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4.4.1.3. Condicions de contorn en forces i en desplaçaments 
 
Per tal de determinar la càrrega uniforme que aplicarem a la superfície del terreny, es van 
determinar les principals accions externes que actuen sobre les parets del dipòsit i sobre el 
fonament. Així doncs, es considerarà l’acció de diversos pesos propis: el pes de l’acer de les 
parets del tanc, el pes propi del formigó del fonament, el pes propi del sòl existent sobre el 
fonament i el pes del cru present a l’interior del tanc quan aquest es trobi en servei. Per altre 
cantó, també s’ha tingut en compte l’acció del vent i la possibilitat que un sisme pugui causar 
danys a l’estructura, aquestes dues càrregues introdueixen l’acció de forces horitzontals i 











Gràfic 21. Esquema de les accions exteriors considerades en la determinació del càrrega 
uniforme q. 




- V: accions horitzontals que actuen sobre el fonament: pressió del vent, pressió 
exercida pel contingut del dipòsit i accions sísmiques. 
- M: moment exercit per les accions esmentades anteriorment i que els tècnics 
d’Asprofos van substituir per un parell de forces equivalents per tal de realitzar els 
càlculs. 
- W: resultant de tots els pes propis esmentats amb anterioritat. 
 
Com a resultat de totes aquestes accions, obtenim una càrrega Q = 10.364,25 KN. Tenint en 
compte que la superfície sobre la qual actuarà aquesta càrrega serà la d’un fonament anul·lar 









Qq =−=   El valor d’aquesta càrrega s’ha obtingut a partir dels 
càlculs realitzats pels tècnics de l’empresa Asprofos i dels quals no disposem per comprovar-ne 
la validesa. 
 
Pel que fa a les condicions de contorn en desplaçaments que s’han considerat en l’estudi, 
fan referència a les utilitzades en la definició del model i que queden reflectides al gràfic 20. 
Als contorns laterals del domini se’ls habilitarà un moviment verital, mentre que l’horitzontal 
serà nul. A la part inferior del domini, per contra, no habilitarem cap tipus de moviment, ni el 
vertical ni l’horitzontal. Aquestes condicions es tradueixen matemàticament en el següent: 
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4.4.2. Resultat amb el model numèric 
 
Una vegada hem definit el domini de treball, hem contrastat els resultats obtinguts amb el 
model numèric amb resultats analítics fiables i hem vist quins són les condicions de contorn en 
forces i en desplaçaments, ja estem en condicions de veure quin assentament obtenim per a el 
fonament anul·lar del dipòsit TK – 601, objecte d’aquesta tesina d’especialitat i que hem 
definit en l’apartat anterior, utilitzant el model numèric plantejat. 
 
Els gràfics que adjuntem a continuació, mostren en primera instància, la malla adaptable 
amb elements de tipus QUA8 que hem fet servir en l’estudi (grafic 22); a continuació es mostra 
la malla amb les accions exteriors considerades: càrrega uniformement distribuïda en aquells 
nodes que es troben en contacte amb el fonament anul·lar i el pes propi del terreny (gràfic 23); 
tot seguit s’adjunta la deformada obtinguda del model numèric (gràfic 24). 
 
Gràfic 22. Malla utilitzada per a l’obtenció dels assentaments del model numèric. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
 
Gràfic 23. Càrrega uniformement distribuïda i pes propi en cadascun dels nodes. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
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Gràfic 24. Deformada obtinguda mitjançant el model numèric. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
Tenint en compte que el model analític que calcularem posteriorment ens proporciona el 
valor mig dels desplaçaments que es produeixen a la superfície del terreny que es troba en 
contacte amb la base del fonament anul·lar [1] i no la fletxa màxima, hem utilitzat l’operador 
EVOL del codi de CASTEM, que ens permet veure com evoluciona la component Uy del 
camp de desplaçaments definit sobre la línea d’aplicació de la càrrega, seguit de l’operador 
MOYESPEC, que ens proporciona el valor mig del resultat obtingut mitjançant la instrucció 
anterior, calculant la mitja aritmètica dels diferents desplaçaments. 
 
Així doncs, l’assentament mig que es produeix sota el fonament anul.lar ve donat per nums = 
3,15102 ·10-2 m. 
 
4.4.3. Resultat amb el model analític 
 
El resultat amb el model analític l’obtindrem de l’aplicació de la formulació que hem donat 
a la introducció de la tesina. 
 






El nostre model únicament considera l’existència de dos estrats, els mòduls de Young dels 
quals són: E1=7,0 MPa i E2=11,0 MPa. El radi interior serà r1=4.98 m i el radi exterior vindrà 
donat pel valor de r2=7.18 m; com hem estipulat anteriorment el valor de la càrrega 
uniformement distribuïda serà Q = 232,123 m
KN . Faltarà determinar els coeficients K1 i K2, així 
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Gràfic 25. Geometria necessària model analític. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 






z  De la taula 1 obtenim el valor de M = 1,0 
r2-r1 = 2.2 m De la taula 2 obtenim el valor de me=1.2 
 
A continuació caldrà determinar els valors de K1 i K2. Com podem veure, el valor de K 




r , en funció d’aquest 
quocient existeixen diferents corbes que determinen diversos valors de K per a un sol valor de 
m. El coeficient m es defineix com 
2r
h
m i= , on hi és l’espessor de l’estrat considerat. El nostre 
domini està format per dos estrats les dimensions dels quals queden reflectides al gràfic 24. Els 
















Entrant aquests paràmetres al gràfic 2 i interpolant amb els valors de n presents en el gràfic, 
obtindrem els valors de K1=0,105 i K2=0,3. 
 












 −+=  
 
4.4.4. Comparació dels resultats 
 
Abans de comparar els resultats obtinguts cal que recordem l’observació realitzada a la 
introducció de la present tesina d’especialitat: l’experiència acumulada pels enginyers civils de 
l’empresa Asprofos en la utilització de la formulació proposada per [1], mostra com 
l’assentament que es produeix en la realitat és de l’ordre del 30 % inferior al que prediu 
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Després de les comprovacions fetes en els apartats precedents, podem considerar el model 
















L’ error relatiu obtingut és d’un 35 %. Aquest resultat ens permet confirmar 
l’experiència dels enginyers d’Asprofos i la poca fiabilitat de la formulació analítica proposada 
per [1] a l’hora d’estimar els assentaments d’un fonament anul·lar sotmès a una càrrega 
distribuida uniformement. 
 
4.5. Identificació paramètrica . 
 
4.5.1. Introducció i objectius de l’anàlisi paramètrica. 
 
Tal i com hem vist a l’apartat 4.1, l’equació constitutiva del model elàstic del terreny és σ = 
σm·1+ σ’, on la part esfèrica es pot escriure com σm=Ke i la part desviadora com σ’=2Gε’. El 




E    
)21(3 ν−=
EK     (11) 
 
Per tant, per tal de definir el model és necessari que coneguem el mòdul de Young (E) així 
com el valor del coeficient de Poisson (ν). 
 
Tal i com hem esmentat anteriorment, aquests dos paràmetres s’obtenen a partir d’assajos a 
laboratori de mostres del terreny. Tot i així, si disposem de mesures dels assentaments del 
terreny deguts a la nostra estructura, podem arribar a determinar aquests dos paràmetres 
utilitzant un esquema numèric. 
 
L’objectiu de l’obtenció dels paràmetres elàstics utilitzant un model numèric és el de 
determinar el valor de les constants elàstiques que minimitzen la diferència entre els 
desplaçaments mesurats in situ i els desplaçaments mesurats utilitzant el model. Així doncs, 
obtenint el valor dels paràmetres òptims, podem realitzar una comparació amb els obtinguts a 
laboratori i veure si són correctes o hi ha hagut algun error en la seva determinació. 
 
Com acabem de veure, el fonament d’aquest estudi és el de disposar de valors dels 
assentaments in situ del terreny. Els enginyers de l’empresa Asprofos no disposaven d’aquesta 
informació i par tant no s’ha pogut realitzar la comparació que esmentàvem anteriorment. Tot i 
això, sí que s’ha realitzat un procés d’identificació paramètrica per tal de poder veure com 
varia l’error (diferència entre desplaçaments in situ i desplaçaments obtinguts del model 
numèric) al canviar els paràmetres del terreny. 
 
Amb aquesta finalitat, s’ha utilitzat el model numèric proposat anteriorment i que consta 
d’un domini de treball format per dos estrats als quals s’ha adaptat una malla generada amb 
elements QUA8 per tal d’obtenir els assentaments de la superfície del terreny en els cinc punts 
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que queden reflectits al gràfic 26, suposant els següents paràmetres elàstics ν1=ν2=0,3, E1= 7 










Gràfic 26. Punts en els quals hem considerat que coneixíem els assentaments mesurats ‘in 
situ’ 
Font: Elaboració pròpia. 
 
Observem que com a hipòtesis d’aquest anàlisi cal tenir en compte que existeix un contacte 
entre la base del fonament i la superfície del terreny, de forma que els moviments d’un i altre 
són totalment solidaris. 
 
Els resultats obtinguts s’han graficat tal i com es veurà a continuació. Observem que el fet 
de conèixer exactament els valors de E que minimitzen l’error ens ha permès utilitzar aquest 
anàlisi com a contrast del nostre model numèric. 
 
4.5.2. Tècniques per realitzar la identificació paramètrica 
 
Per tal de realitzar el procés d’identificació paramètrica, la literatura especialitzada proposa 
diferents models. Segons [12] existeixen tres mètodes que permeten realitzar aquesta 




El mètode invers es basa en l’obtenció d’un sistema d’equacions, que si l’escrivim en 





- R: matriu que està constituïda per diferents elements de la matriu de rigidesa global 
obtinguda de la modelització amb elements finits i dels desplaçaments mesurats in 
situ. 
- P és el vector de paràmetres que cal determinar. Constitueixen les incògnites del 
nostre problema. 
- F1: vector de forces nodals aplicat als nodes dels quals coneixem el desplaçament. 
- F2: vector de forces nodals als altres nodes del domini de treball. 
- Q: matriu que depèn de la matriu de rigidesa global de la malla d’elements finits. 
 
La resolució d’aquest sistema d’equacions ens permetria obtenir els paràmetres que 
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aplicat a l’anterior equació, que ens condueix a la necessitat de resoldre un sistema d’equacions 
no lineal. 
 
La solució del qual s’ha de realitzar mitjançant un procés iteratiu, fet que implica que en 
cada iteració és necessària la inversió d’una matriu per tal de poder determinar Q i a 





Aquest mètode es coneix amb el nom de mètode invers ja que cal realitzar la inversió de la 




Segons [12], la identificació paramètrica també es pot realitzar mitjançant un esquema de 
treball que es basa en el procés de minimització entre les mesures dels assentaments in situ i els 
assentaments mesurats mitjançant el model numèric. Aquesta aproximació permet evitar la 
inversió de la matriu de rigidesa que calia dur a terme en el mètode exposat a 4.5.2.1. 
 
L’error el podem definir utilitzant  l’equació (24) on els desplaçaments mesurats a camp 
s’expressen mitjançant la següent notació: u* i els obtinguts de l’anàlisi numèrica u(p), on p 
són els paràmetres elàstics utilitzats en l’obtenció dels desplaçaments. 
 
    
 
 
Aquest mètode permet l’obtenció dels paràmetres elàstics del terreny mitjançant 
successives evaluacions de la funció error i trobant els zeros de les corresponents derivades 
parcials de la funció error per a cadascun dels paràmetres. El fet que els paràmetres elàstics 
considerats com a incògnites estiguin acotats ens permet agilitzar el càlcul. Per exemple, el 




Segons [12], el mètode probabílistic es basa en el fet que les mesures de camp que utilitzem 
com a valors de referència en el procés de minimització estan afectades per errors que depenen 
de la naturalesa de les mesures, és a dir, de l’estat del material utilitzat per fer les cales, les 
condicions en el moment de realitzar-les...aquests aspectes poden alterar considerablement els 
resultats obtinguts. 
 
Les tècniques per evaluar la influència d’aquests errors a l’hora de realitzar el càlcul dels 
paràmetres del sòl són diverses, tot seguit exposarem els dos mètodes més utilitzats. 
 
Per un cantó trobem el mètode anomenat de simulació o tècnica de Monte Carlo. Segons 
aquest mètode, l’error s’evalua a partir de tests numèrics. Cadascun d’aquests test consisteix en 
un procés iteratiu d’identificació paramètrica, utilitzant com a input per a cada iteració uns 
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Aquests inputs s’obtenen afegint als desplaçaments reals del terreny una perturbació que 
representa els errors experimentals. Aquests errors s’obtenen mitjançant generadors aleatoris 
de nombres que segueixen una determinada distribució probabilística. El nombre de valors 
generats coincideix amb el nombre d’inputs reals que utilitzem per realitzar el càlcul. Les 
distribucions de probabilitat adoptades depenen de les característiques dels aparells de mesura 
dels desplaçaments i de les quantitats mesurades. 
 
Aquest procediment permet establir una correlació probabilística entre la precisió dels 
aparells de mesura, el nombre de mesures preses i la resolució adoptada per proporcionar els 
paràmetres que caracteritzen el sòl. 
 
La tècnica de simulació presenta l’avantatge de ser fàcilment implementable, però 
requereix un esforç computacional important que augmenta considerablement a mesura que 
augmenten els paràmetres del sòl que volem determinar. 
 
Per altre cantó, trobem el mètode d’aproximació bayesiana. Aquesta aproximació es basa 
en el fet que podem introduir en el procés de càlcul alguna informació que coneixem “a priori” 
en relació als paràmetres desconeguts del terreny que volem determinar. Molt sovint aquest 
tipus d’informació coneguda es basa en l’experiència de l’enginyer que està realitzant el càlcul. 
Això ens condueix a un model numèric que combina experiències anteriors amb els resultats de 
les mesures dels desplaçaments “in situ”. 
 
En la present tesina d’especialitat no hem pogut utilitzar cap dels dos mètodes de treball 
que acabem d’exposar per tal de dur a terme el procés de minimització ja que no disposem de 
les mesures de camp, de forma que tampoc tenim dades dels possibles errors que aquestes 
mesures puguin tenir. 
 
4.5.3. Esquema de treball seguit 
 
4.5.3.1.Justificació del mètode escollit 
 
Hem descartat la utilització del mètode probabilístic ja que com hem comentat 
anteriorment no disposem de mesures de camp i per tant els valors que hem considerat com a 
desplaçaments mesurats a camp no presenten errors de mesura. 
 
Així doncs, l’elecció se centrarà entre l’adopció del mètode invers o del mètode directe. 
Annamaria Cividini i Giancarlo Gioda [12] arriben a les següents conclusions.  
 
La definició d’un criteri que permeti l’elecció entre un mètode i un altre no és directe. 
Observem però, que el mètode invers és adient quan ens trobem davant de problemes que 
presenten un nombre considerable de paràmetres elàstics a determinar i quan la malla 
d’elements finits utilitzada en l’estudi té un nombre de nodes limitat. Per altre cantó, el mètode 
directe és preferible quan cal determinar un nombre petit de paràmetres utilitzant malles que 
presenten un elevat nombre de nodes. 
 
Aquests autors [12] també destaquen que l’esforç de programació necessari per tal 
d’implementar ambdós mètodes no és equivalent. El mètode invers exigeix la realització d’un 
programa ad hoc; mentre que el mètode directe es pot implementar fàcilment com una 
subrutina dins el mateix programa d’elements finits. A més a més, podem utilitzar els mateixos 
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esquemes de minimització en diferents problemes ja que simplement cal canviar el valor 
d’alguna de les variables. 
 
Després de tot el que acabem d’exposar, l’adopció del mètode directe queda totalment 
justificada. 
 
4.5.3.2.Paràmetres considerats en la identificació  
 
Tal i com hem vist en l’apartat 4.1, el model constitutiu elàstic isòtrop, queda determinat 
coneixen dos paràmetres: E (mòdul de Young) i ν (coeficient de Poisson). Tot i així, tal i com 
veurem a continuació, el valor dels assentaments depèn principalment de E. 
 
El coeficient de Poisson està acotat inferiorment per 0 i superiorment per 0.5, aquest fet 
implica que la seva variabilitat sigui petita. El gràfic 24 representa els assentaments obtinguts 
considerant els següents paràmetres: E1=7,0 MPa, E2=11,0 MPa i ν1=ν2=0.3. La taula 6 ens 
permet comprovar la influència que té una variació del coeficient de Poisson en el valor dels 
assentaments obtinguts. 
 
Paràmetres elàstics del terreny Assentament màxim obtingut en el model numèric (m) 
ν = 0,3 
E1=7MPa;  E2=11MPa 
0,11147 
ν = 0,28 
E1=7MPa;  E2=11MPa 
0,11512 
ν = 0,3 
E1=6MPa;  E2=10MPa 
0,13093 
 
Taula 6. Assentaments màxims obtinguts per a diferents valors del coeficient de Poisson i 
del mòdul de Young. 
Font: Elaboració pròpia 
 
Els resultats que figuren a la taula 6 s’han obtingut mitjançant el model amb malla 
adaptable i elements de tipus QUA8. 
 
La taula 6 ens permet afirmar que qui regeix el comportament en règim elàstic del sòl és el 
mòdul de Young E, i en menor mesura el coeficient de Poisson. Aquest resultat era previsible 
ja que el rang de variació del coeficient de Poisson està definit per l’interval [0,0.5] mentre que 
el mòdul de Young ha de pertànyer a l’interval [0, +∞), de forma que el seu rang de variació és 
molt més ampli. 
 
Davant d’aquest resultat hem decidit centrar l’estudi en la minimització del mòdul de 
Young i obtenir els valors de E1 i E2 que minimitzen la diferència entre els desplaçaments 
mesurats in situ i els desplaçaments obtinguts de l’aplicació del nostre model numèric. 
 
4.5.4. Procés de minimització 
 
Seguint l’esquema de treball proposat per [13], per tal de realitzar el procés de 
minimització hem escollit el clàssic mètode dels mínims quadrats (25): 
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On, tal i com hem vist a l’apartat 4.5.2.2., u* és la notació corresponent als desplaçaments 
mesurats a camp i u(p) són els obtinguts de l’anàlisi numèrica, on p són els paràmetres elàstics 
utilitzats en l’obtenció dels desplaçaments, en el nostre cas: E1 i E2. 
 
Per obtenir els paràmetres p que ens minimitzen el valor de Er, és necessari trobar els zeros 










Tot i així, abans de dur a terme el procés de discretització de l’equació anterior, que seguint 
les indicacions de [14] realitzaríem mitjançant esquemes de diferències finites, estudiarem amb 
més detall la funció error (25) per tal d’intentar preveure quin serà el seu comportament, és a 
dir, si presenta o no presenta mínims; quants mínims té i quina zona de l’espai (E1, E2) ocupen. 
 
4.5.5. Anàlisi de la funció error 
 
Tal i com hem comentat anteriorment, abans d’implementar el càlcul del mínim de la 
funció error (25) mitjançant Newton – Raphson, hem realizat representacions gràfiques de la 
funció error per tal d’intuir-ne el seu comportament. 
 
Així doncs, s’ha definit un domini de treball en entorn CASTEM, de forma que els nodes 
de la malla utilitzada són les diferents parelles de valors (E1, E2) utilitzades per evaluar la 
funció error. El gràfic 27 representa aquesta idea. A cada punt (E1, E2) li hem associat, 
mitjançant la utilització d’un camp per punt, el valor de l’error que es comet en el càlcul dels 
desplaçaments dels punts que hem establert en el gràfic 25, suposant que els mòduls de Young 
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Gràfic 27. Malla de mòduls de Young. Abscisses E1 i ordenades E2 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
L’interval de valors en el qual s’ha dut a terme l’estudi no s’allunya dels valors de 
referència E1= 7 MPa i  E2= 11 MPa. L’hem fixat en [6, 8] per E1 i [10, 12] per E2. Les unitats 
són Mpa. 
 
Si realitzem la representació gràfica del camp per punt esmentat anteriorment utilitzant les 
isolínies de l’error i tenint en compte una malla molt grollera ( nombre de punts, n = 5) 
obtenim el gràfic 28. 
 
 
Gràfic 28. Isolínies de l’error en una malla amb pocs nodes. n=5. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
Escola Tècnica Superior d’Enginyers de Camins, Canals i Ports de Barcelona 
 
Treball Fi de Carrera: Tesina d’especialitat 
 Model numèric d’una cimentació anul·lar  41 
Com podem observar, obtenim un mínim a l’entorn del punt E1= 7 MPa i  E2= 11 ja que a 
l’entorn d’aques punt les isolínies de l’error descriuen el·lipses. Cal que tinguem en compte 
que el fet d’obtenir una geometria el·líptica o circular de les isolínies, ens informa de 
l’existència de direccions privilegiades en l’espai (E1, E2). Això significa que considerant 
mòduls de Young pertanyents a aquestes direccions en un procés iteratiu, convergiríem més 
ràpidament a la solució que si ho féssim seguint qualsevol altra direcció. En canvi, si les 
isolínies fossin circulars, significaria que no existeix cap direcció privilegiada i que assoliríem 
el mínim amb la mateixa rapidesa independentment de les parelles (E1, E2) escollides per 
realitzar la iteració. 
 
Feta aquesta última observació, notem que les isolínies obtingudes són el·líptiques. 
Observem que el seu semieix major té certa tendència a acostar-se a la vertical del gràfic. 
Notem també que als límits del gràfic segons aquesta direcció s’intueixen dos mínims més. 
Aquesta suposició la verificarem augmentant el nombre de nodes de la malla fins a n = 10. El 
gràfic 29 ens permet veure el que succeix. 
 
Gràfic 29. Isolínies de l’error en una malla amb n = 10. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
Com podem comprovar s’observa una tendència lineal en la distribució dels mínims. 
Aquest gràfic reflecteix la idea que els mínims es distribueixen a l’entorn d’una franja. Al 
augmentar la finura (n=15) de la malla (gràfic 30) veurem com aquesta franja s’acaba definint i 
que els mínims es donen per a valors de E1 i de E2 ubicats en el seu entorn. 
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Gràfic 30. Isolínies de l’error en una malla amb n = 15. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
El resultat obtingut és coherent ja que estem treballant amb un domini que està dividit en 
dos estrats que presenten mòduls de Young diferents. Així doncs, el fet que minimitzem l’error 
per a una combinació lineal de E1 i E2 posa de manifest el fet que les alteracions en el resultat 
que introdueix la variació d’un dels paràmetres, queden compensades per l’altre paràmetre. 
 
Vist aquest resultat, el plantejament inicial d’obtenir el parell de valors de (E1, E2) que 
minimitza la funció de mínims quadrats (25), deixa de tenir sentit ja que com acabem de veure 
tenim un conjunt de mínims que es distribueixen al voltant d’una franja en l’espai (E1, E2), els 
límits de la qual són les isolínies que presenten un valor en l’error de 2,26 · 10-9, tal i com 
reflecteix el gràfic 30. 
 
Observem que la parella de punts formada per E1= 7 MPa i  E2= 11 MPa està continguda a 
la franja anterior. 
 
5. ANÀLISI NO LINEAL 
 
5.1. Objectiu de l’estudi en règim plàstic 
 
L’estudi del comportament del fonament anul·lar en règim plàstic ens permetrà determinar 
dos aspectes molt importants a tenir en compte en el seu dimensionament. Per un cantó 
trobarem quina és la càrrega de ruptura suposant el comportament plàstic del terreny que 
definirem més endevant ; per altre cantó també ens permetrà determinar el mecanisme de 
ruptura, és a dir, ens permetrà veure com trenca el terreny degut a la pressió exercida pel 
fonament. 
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A més a més, si realitzem un estudi paral·lel al que hem realitzat en règim elàstic i 
considerem com a radi interior del fonament el valor r1=0, podrem comprovar la bondat del 
nostre model numèric en règim plàstic comparant la càrrega de ruptura del terreny obtinguda 
mitjançant el model numèric amb la solució analítica proposada per a un fonament de tipus 
circular. 
 
D’especial interés serà l’obtenció del gràfic qr(càrrega de ruptura) en funció de r1 (radi 
interior del fonament anul·lar). Com hem comentat anteriorment, coneixem la càrrega de 
ruptura d’un fonament circular; analíticament, mitjançant l’aplicació dels teoremes de la cota 
inferior i superior tal com s’ha realizat en la present tesina d’especialitat, també podem 
determinar el valor de qr i el mecanisme de ruptura per a un fonamenten faixa (r1→∞). Ara bé, 
el que sí que és desconeguda és la tendència d’aquesta corba per a punts que es troben entre 
aquests dos valors extrems. L’anàlisi en règim plàstic ens permetrà trobar la càrrega de ruptura 
per a radis interiors pertanyents a l’interval [0, ∞), i per tant, ens permetrà determinar la 
tendència d’aquesta corba. 
 
Resumint, els principals objectius d’aquesta segona part de la tesina d’especialitat se 
centren en l’obtenció de la càrrega de ruptura i dels mecanismes corresponents a fonaments 
anul·lars que tinguin radis interiors pertanyents a l’interval [0, ∞) a fi i efecte d’obtenir la corba 
qr – r1. 
 
5.2. Model plàstic considerat 
 
5.2.1. Introducció al concepte de plasticitat 
 
El tensor de tensions de Cauchy σ ens permet definir l’estat tensional de qualsevol punt del 
sòl amb el que estem treballant. Aquest tensor de tensions el podem expressar com un tensor 
diagonal escrit en una determinada base de vectors que s’obtenen de la resolució del polinomi 
característic. Precisament, els coeficients que acompanyen les diferents potències del polinomi 
són independents de la base considerada, per aquest motiu es coneixen com a invariants i 
s’obtenen d’una combinació lineal de les components del tensor de tensions de Cauchy σ. 
 
En funció de si treballem amb la part esfèrica (σesf) o amb la part desviadora (σ’) del tensor 
de tensions, considerarem els valors esfèrics o els desviadors dels invariants de tensions. La 
notació que s’utilitza és la següent: I1, J’2 i J’3. 
 
Habitualment, els estats tensionals d’un sòl es representen en l’espai (σ1, σ2, σ3) format per 
les tensions principals del tensor de Cauchy. La posició d’aquest punt també la podem 
determinar en funció dels invariants abans esmentats, l’equació dels quals escrivim a 
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Una vegada hem definit l’espai de tensions, ja estem en condicions de determinar el que 
succeeix quan estem treballant en règim plàstic i quan treballem en règim elàstic. 
 
En règim elàstic, tots el punts es caracteritzen pel fet de pertànyer a l’interior del domini 
limitat per la superfície F(σ,α)<0. Aquesta funció es coneix com a funció de fluència plàstica, 
on α és un paràmetre conegut com a variable d’enduriment i que si la deformació plàstica creix 
de forma monòtona, α i la deformació plàstica coincideixen . 
 
Un element fonamental en la teoria de la plasticitat és l’existència d’un domini elàstic 
inicial que ha de contenir l’estat de tensió nul·la. Aquest domini queda limitat per la superfície 














Gràfic 31. Espai de tensions admissibles. Font: [6] 
 
Qualsevol trajectòria de tensions tindrà el seu origen en el règim elàstic fins arribar a la 
superfície de fluència , moment en el qual es produeix un canvi en el comportament del 
material, entés aquest com el fi de la superfície de fluència. 
 
Amb la finalitat de fer la superfície de fluència independent del sistema de referència 
escollit, caldrà escriure la seva equació amb els termes dels invariants de tensions que 
esmentàvem anteriorment: F(σ) = F(I1, J’2, J’3) 
 
5.2.2. Estudi en condicions no drenades (CU) 
 
La figura 32 ens mostra la trajectòria de tensions efectives amb diferents graus de drenatge 




























Drenatge amb esforços totals parcials 
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El gràfic anterior també ens mostra les trajectòries de tensions efectives per a un element de 
sòl sotmés a 2 condicions extremes de drenatge: drenatge complet, AB, i drenatge nul AJ 
seguit de drenatge JB. Aquestes condicions poden considerar-se representatives de les 
condicions que podem trobar en el terreny sota un fonament. 
 
El cas AB ens proporciona l’assentament mínim i el factor de seguretat màxim respecte a la 
capacitat de càrrega final. La càrrega sense drenatge AJ, seguida de consolidació, habitualment 
ens proporciona l’assentament màxim i el factor de seguretat mínim, és a dir, el cas més crític. 
 
Comparant el temps necessari per a l’aplicació de la càrrega amb el temps necessari per a la 
consolidació total, podem situar el problema en una de les següents categories: 
 
1. Càrrega amb drenatge:quan el temps de consolidació és molt inferior al temps 
d’aplicació de la càrrega. 
2. Càrrega sense drenatge: quan el temps de consolidació és molt superior al temps 
d’aplicació de la càrrega 
3. Càrrega amb drenatge parcial: quan el temps de consolidació i el temps d’aplicació 
de la càrrega són del mateix ordre de magnitud. 
 
Tenint en compte que el substrat amb el qual estem treballant és argilós i que a més a més 
volem conèixer el comportament del sòl just després d’aplicar la càrrega, podem afirmar que 
ens trobem en el segon supòsit, és a dir, d’una càrrega sense drenatge. En aquestes condicions, 
les tensions del terreny vénen donades pel valor de la resistència al tall sense drenatge Cu, i es 
realitza un estudi en condicions no drenades. A més, l’estudi en condicions drenades no seria 
possible ja que desconeixem els valors de c’ i ϕ’.  
 
Gràfic 33. Cercle de Mohr considerant tensions efectives i totals.  
Font: Elaboració pròpia 
 
Com podem veure en el gràfic 33, la ruptura es produirà quan el radi del cercle de Mohr  en 
tensions totals sigui el paràmetre Cu del sòl. Així doncs, caldrà considerar com a model 
constitutiu del sòl en condicions plàstiques el que presenti plasticitat perfecte, és a dir, sense 
enduriment. 
 
Observem que el valor de Cu no és un paràmetre del sòl, sinó que depèn en gran mesura de 
l’estat inicial d’aquest: tensions existents, profunditat de treball... Aquest fet jugarà un paper 
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5.2.3. Criteri de Von Mises 
 
El model plàstic que s’aproxima més al comportament d’un material depèn en gran mesura 
de les característiques intrínsiques d’aquest. Així doncs, materials amb capacitat per resistir 
sol·licitacions a compressió tindran lleis plàstiques diferents d’aquells que també tenen 
capacitat per suportar traccions, les característiques d’un sòl en condicions drenades i en 
condicions no drenades també influiran en l’elecció del model plàstic. 
 
Tenint en compte aquesta última observació i que tal i com veurem en l’apartat 5.3, 
únicament disposem del valor de Cu (resistència del sòl en condicions no drenades) hem 
decidit utilitzar el criteri de Von Mises per poder reproduir el comportament plàstic del domini 
d’estudi de la present tesina d’especialitat. A més a més, en el nostre cas el condicionant més 
important en l’elecció del model plàstic és el programa d’elements finits utilitzat per relitzar els 
càlculs numèrics. CASTEM reconeix com a model plàstic isòtrop perfecte, sense rigidització 
de la superfície plàstica, el model de Von Mises.  
 
Els aspectes que acabem de citar han estat els motius pels quals s’ha utilitat aquest model i 
no un altre per realitzar l’estudi en règim plàstic. A continuació realitzarem una breu descripció 
del criteri de Von Mises. 
 





La representació geomètrica de la superfície de fluència de von Mises es pot veure al gràfic 

















Gràfic 34. Superfície de fluència de Von Mises 
Font: [15] 
 
Tal i com podem veure a partir de l’equació (30), Von Mises és funció únicament de J’2, fet 
que ens defineix la superfície de fluència com un cilindre l’eix del qual és la superfície de 
fluència. 
 
0'·3)()( 2 =−=−≡ ee JF σσσσσ (30) 
Recta 
hidrostàtic
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Segons [6] el criteri de Von Mises és òptim en la modelització plàstica de metalls ja que 
presenten un comportament elàstic i la ruptura es produeix degut a la presència de components 
desviadores de la tensió σ. 
 
5.3. Descripció del domini de treball 
 
A fi i efecte d’obtenir un domini de treball que ens permeti treballar de forma més adient 
amb el règim plàstic hem canviat la geometria de la porció de terreny on hem realitzat la 
discretització amb elements finits. El gràfic 35 ens permet veure quina ha estat la geometria i la 
malla d’elements finits considerada en el model. Observem però, que la malla no sempre ha 
tingut la mateixa densitat de punts ni aquests s’han situat en les mateixes zones. La necessitat 
de fer una malla en funció de la superfície de rotura ha fet que aquesta s’hagués de refer per a 
cada cas no lineal estudiat. 
 
Gràfic 35. Mallat corresponent a l’estudi no lineal per a fonament circular 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
Els elements utilitzats per definir la malla són de tipus QUA8. No hem mantingut els dos 
estrats de terreny amb els quals hem treballat en el cas elàstic, pels motius que exposarem més 
endevant. 
 
L’esquema que adjuntem al gràfic 36 resumeix els paràmetres del sòl considerats en 
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Gràfic 36. Paràmetres considerats en el model plàstic del terreny i condicions de contorn en 
desplaçaments. 
Font: Elaboració pròpia 
 
Els paràmetres del terreny són els següents:  
 
- Estrat 1: 0 ≤ Y < 20. Mòdul de Young, E1: 2000T/m2. 
   Coeficient de Poisson, ν: 0,3 
   Resistència del sòl en condicions no drenades, Cu1: 2 T/m2 
 
Per fer-nos una idea del tipus de sòl que hem utilitzat en l’estudi podem utilitzar la 
classificació que va realitzar Terzaghi i que reflecteix la taula 7, en funció del valor de Cu. 
Remarquem, però, que aquesta classificació té una component empírica molt important. 
 
Cu (Kp/cm2) Classificació del sòl segonsTerzaghi 
<0,25 Molt tou 
0,25 – 0,5 Mig 
1 – 2 Rígid 
2 - 4 Molt rígid 
> 4 Molt dur 
 
Taula 7. Classificació del sòl segons Terzagui en funció del valor de Cu.  
Font: [16] 
 
Pel que fa a les condicions de contorn (gràfic 36), hem considerat les següents: en relació 
als límits del domini s’ha imposat un desplaçament nul segons la direcció X en els contorns 
verticals i un desplaçament nul segons la direcció Y a la base del domini.  
 
Pel que fa a la presència del fonament circular s’ha tingut en compte per mitjà de la 
imposició d’un desplaçament entre els punts (0, 20) i (1, 20) de la malla (observem que tal i 
com ho hem definit anteriorment, s’ha utilitzat un model adimensionalitzat), aquest moviment 
imposat és de 10 cm. El cas del fonament anul·lar s’ha estudiat de forma anàloga, però reduint 
l’amplada de la superfície del terreny sobre la qual tenim els desplaçaments prescrits. 
 
5.4. Anàlisi en règim plàstic d’un fonament circular. 
 
L’anàlisi en règim plàstic del fonament circular s’ha centrat en l’obtenció del mecanisme 
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tal i com hem vist a l’apartat anterior. A continuació s’ha dut a terme un anàlisi del resultat 
comparant la càrrega de ruptura obtinguda amb el model numèric amb els resultats analítics 
proposats per diversos autors. 
 
5.4.1. Obtenció del mecanisme de ruptura amb el model numèric. Cas r1 = 0 
 
L’obtenció de la càrrega de ruptura així com també del mecanisme de ruptura s’ha realizat 
utilitzant la ‘procedure’ implementada en el codi CASTEM anomenada PASAPAS. Segons 
s’especifica a [2], aquesta ‘procedure’ permet dur a terme un càlcul no lineal incremental. La 
no linealitat prové de les propietats plàstiques del material. 
 
L’execució d’aquesta ‘procedure’ exigeix la definició d’una taula on s’ha d’especificar els 
intervals que definiran les iteracions que realitzarà CASTEM per tal d’obtenir les tensions de 
Von Mises del terreny per a cada increment del moviment imposat i que hem definit al 
concretar l’interval de càlcul de cada iteració. 
 
Els gràfics que adjuntem a continuació (37, 38 i 39) permeten veure quines són les tensions 
de Von Mises en determinats increments de temps.  
 
Gràfic 37. Tensions de Von Mises abans d’assolir la branca plàstica 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
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Gràfic 38. Tensions de Von Mises que es produeixen al terreny a la iteració 17en el terreny 
una vegada assolida la branca elàstica. 





Gràfic 39. Tensions de Von Mises en l’última iteració del model.  
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
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5.4.2. Càrrega de ruptura (qr) del model numèric 
 
Tal i com hem comentat a l’apartat anterior, la ‘procedure’  PASAPAS ens permet obtenir 
la càrrega de ruptura del terreny. El gràfic 40 que adjuntem a continuació ens permet veure 
quina és l’evolució de la càrrega aplicada sobre el terreny degut al moviment imposat 
inicialment. En primera instància, s’observa un comportament lineal fins que s’arriba al límit 




Gràfic 40. Evolució de la càrrega que actua sobre el terreny fins assolir ruptura. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
Així doncs, la càrrega de ruptura per a un fonament circular (r1=0) que descansa en un sòl 
les característiques del qual hem especificat a l’apartat 5.3 és 6,02 T/m2. 
 
5.4.3. Càrrega de ruptura (qr)  analítica 
 
Segons s’especifica a [12] la capacitat de càrrega en condicions drenades (CD) és més gran 
que en condicions no drenades (CU) ja que la càrrega aplicada al fonament genera una 
resistència a les tensions tangencials en el terreny que ajuda a oposar-se al trencament. En cas 
que estiguem treballant en una situació no drenada, la resistència a les tensions tangencials 
depèn principalment de l’estat anterior a l’aplicació de la càrrega i per tant, la càrrega exercida 
per el fonament no contribueix a fer augmentar la capacitat de càrrega. Així doncs, en el cas 
que estiguem en condicions no drenades, l’equació de la capacitat de càrrega pot simplificar-se 
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- Nc: factor de la capacitat de càrrega. 
- Cu: resistència al tall sense drenatge 
- γt: pes específic total del sòl. 
- d: profunditat de la base del fonament. 
- B: amplada del fonament. 
 







Gràfic 41. Paràmetres geomètrics a tenir en compte en la determinació de la càrrega de 
ruptura mitjançant la formulació analítica 
Font: Elaboració pròpia.  
 
En el nostre cas particular, el segon sumand de l’equació (31) és nul ja que considerem que 
el primer estrat que trobem en superfície és el mateix sobre el qual reposa la base del nostre 
fonament. Pel que fa al primer sumand, l’amplada B considerada és unitària. Així doncs, tenint 




Pel que fa a Nc, Terzaghi i Peck han donat els següents valors: 
 
Nc = 5,14 per a un fonament en faixa. Aquest cas l’estudiarem amb més detall en 
l’apartat 5.6 de la present tesina d’especialitat. 
 
Nc = 6,2 per a un fonament circular o quadrat. 
 
Extreta de [16], la taula 8 que adjuntem a continuació, recull els valors de Nc deduïts de 
casos reals en els que es va produir ruptura. Com podem observar aquests valors es troben 
entre 5 i 9. 
 
Nc Font 
5,8 a 8,6 Sis casos descrits per Skempton (1951) 
5 Sitges deTranscona. Peck i Briant (1953) 
5,3 Dipòsits de petroli. Brown i Patterson (1964) 
5,6 Dipòsit de petroli. Bjerrum i Overland (1957) 
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Finalment queda per determinar el valor de Cu. Com hem vist a l’apartat 5.3, el domini de 
treball presenta un únic estrat, de forma que el valor de Cu que utilitzarem en els càlculs serà 
Cu=2 T/m2. 
 
A diferència dels apartats anteriors, la realització de l’estudi en règim no lineal s’ha dut a 
terme considerant un únic estrat. Aquesta diferència es deu a la dificultat de determinar un 
valor mig per a Cu que sigui representatiu de les condicions existents en el terreny. Alguns 
autors [12] proposen determinar el valor de Cu que cal introduir a l’equació (29) en el cas en 
que estiguem treballant amb un domini amb més d’un estrat basant-nos en la corba Cu – 
profunditat. A partir de la representació gràfica d’aquesta corba és possible determinar la 
resistència al tall mitja sense drenatge per a superfícies de ruptura equipotencials. Aquesta 
correspon, aproximadament, al valor de Cu als 2/3 de la profunditat de la superfície de ruptura. 
Tot i així, aquesta aproximació únicament és raonable quan estem treballant en unes 
condicions bastant restrictives. Així doncs, s’ha cregut convenient treballar amb un únic estrat 
dins del domini i no restringir l’estudi amb la utilització de la proposta anterior. 
 
En aquests moments ja estem en condicions de determinar la càrrega de ruptura analítica 
per al fonament circular, segons el resultat proposat per diferents autors. La taula 9 ens permet 
veure els resultats obtinguts: 
 
Nc qr= Nc·Cu (T/m2) Font 
5,8 a 8,6 - Sis casos descrits per Skempton (1951) 
5 10 Sitges deTranscona. Peck i Briant (1953) 
5,3 10,6 Dipòsits de petroli. Brown i Patterson (1964) 
5,6 11,2 Dipòsit de petroli. Bjerrum i Overland (1957) 
6,2 12,4 Terzaghi i Peck 
 
Taula 9. Càrrega de ruptura segons el valor de Cu proposat per diferents autors 
Font: [16] 
 
5.4.4. Anàlisi dels resultats 
 
Tal i com hem vist a l’apartat 5.4.2, la càrrega de ruptura obtinguda a partir del model 
numèric val 6,02 T/m2. Cal que tinguem en compte que aquest resultat l’hem obtingut 
aprofitant l’axisimetria del nostre model, així doncs caldrà multiplicar-lo per un factor 2 per 
obtenir el fonament circular. Fetes aquestes consideracions obtenim que la càrrega de ruptura 
per a un fonament circular segons el model numèric val 12,04 T/m2. 
 
Contrastan aquest resultat amb el que reflecteix la taula 9, observem que el model numèric 
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5.5. Anàlisi en règim plàstic d’un fonament anul·lar 
 
A continuació s’ha dut a terme l’anàlisi per tal d’obtenir la càrrega de ruptura d’un 
fonament anul·lar. Hem estudiat dos casos, el primer per un radi interior r1=0,35 (observem que 
estem treballant amb un model adimensional) i el segon per a r1=0,69. L’obtenció de les 
corresponents càrregues de ruptura ens permetrà trobar dos punts de la corba qr – r1,. Aquests 
dos punts, juntament amb el valor de la càrrega de ruptura del fonament circular, ens permetran 
analitzar la tendència de la corba anteriorment esmentada, assolint així l’últim dels objectius 
que ens plantejàvem en iniciar la present tesina d’especialitat. 
 
5.5.1. Obtenció del mecanisme de ruptura d’un fonament anul·lar 
 
El primer pas per obtenir el mecanisme de ruptura és el de generar la malla d’elements 
finits que utilitzarem en el càlcul. En règim no lineal aquest pas és sumament important ja que 
condiciona el fet d’arribar a assolir la superfície de lliscament del terreny. Com podem veure al 
gràfic 39 la malla d’elements finits és especialment densa en aquelles zones on es preveu que 
es produeixi la ruptura del terreny. Per tal d’obtenir aquesta malla s’han realitzat diversos 
models qua s’han estudiat imposant un règim plàstic segons el model de Von Mises. Hem 
utilitzat elements de tipus QUA8 per a la definició de la malla. Això ens ha permés assolir una 
bona definició de les isolínies de tensió així com també una bona aproximació a la càrrega de 
ruptura. 
 
Gràfic 42. Mallat corresponent a l’estudi no lineal per a fonament anul·lar amb r1=0,35 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
Els gràfics 43, 44, 45, 46, 47 i 48 representen les tensions de Von Mises que es produeixen 
en el terreny en diferents intervals de temps durant el procés d’aplicació de la càrrega i per a 
dos radis interiors: 43, 44 i 45 r1=0,35 i els gràfics 46, 47 i 48 r1=0,69.  
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Gràfic 43. Tensions de Von Mises dins la branca elàstica per a un fonament anul·lar 
amb r1=0.35 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
Pel que fa al gràfic 44, podem veure com les isolínies de tensions es desenvolupament en 
tot el domini de treball. Si observem quina és la forma de les corresponents isolínies veure que 
recuperem la geometria de les isolínies que hem obtingut per al fonament circular, veure gràfic 
38. Observem l’existència d’una zona que es troba sota el punt (0, 20) del domini, on les 
tensions són petites tot i trobar-se prop del punt d’aplicació de la càrrega. Això es deu a la 
naturalesa anul·lar del fonament. Com veurem al gràfic 47, aquest fet es posa més de manifest 
a mesura que augmentem el radi interior del fonament anul·lar. 
Escola Tècnica Superior d’Enginyers de Camins, Canals i Ports de Barcelona 
 
Treball Fi de Carrera: Tesina d’especialitat 
 Model numèric d’una cimentació anul·lar  56 
 
Gràfic 44 Inici del comportament plàstic del terreny per a un fonament amb r1=0.35 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
Els gràfics 45 i 48 permeten veure com són les tensions de Von Mises en l’últim interval de 
temps calculat per a les dues geometries anul·lars proposades. 
 
Gràfic 45 .Tensions de Von Mises en l’última iteració del model per a r1=0.35 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
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Gràfic 46. Tensions de Von Mises dins la branca elàstica per a r1=0.69 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 
En els gràfics 47 i 48 observarem el que comentàvem anteriorment en relació a les tensions 
que es produeixen sota el centre de l’anell que defineix el fonament anul·lar. 
 
Gràfic 47. Inici del comportament plàstic del terreny per a un fonament amb r1=0.69 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
Escola Tècnica Superior d’Enginyers de Camins, Canals i Ports de Barcelona 
 
Treball Fi de Carrera: Tesina d’especialitat 
 Model numèric d’una cimentació anul·lar  58 
 
Gràfic 48 .Tensions de Von Mises en l’última iteració del model per a r1=0.69 
 
Finalment, el gràfic 49 ens permet veure les deformacions plàstiques que es produeixen en 
un fonament anul·lar en l’instant en el qual es produeix la ruptura del terreny. Si superposem la 
malla deformada amb la malla inicial, podrem intuir la superfície de lliscament a través de la 




Gràfic 49. Superfície de ruptura per a un fonament anul·lar amb r1 = 0,35. Amb blau les 
deformacions plàstiques, amb negre la malla sense deformar. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
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Gràfic 50. Superfície de trencament esquematitzada per a un fonament anul·lar amb           
r1 = 0,35 
Font: Elaboració pròpia. GEN4U. 
 
5.5.2. Càrrega de ruptura (qr)  del model numèric 
 
A continuació veurem com evoluciona la càrrega aplicada al terreny en les dues geometries 
anul·lars proposades i per a diferents instants de temps. Observem com, en ambdós casos, 
obtenim el comportament plàstic proposat per Von Mises segons el qual la branca plàstica 
assolida una vegada hem superat el límit elàstic del terreny és horitzontal. Veure gràfics 51 i 
52. 
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Gràfic 51. Evolució de la càrrega que actua sobre el terreny fins assolir ruptura per 
r1=0.35. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
 




Gràfic 52. Evolució de la càrrega que actua sobre el terreny fins assolir ruptura per 
r1=0.69. 
Font: Elaboració pròpia. CASTEM 
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Pel que fa al cas d’un fonament anul·lar amb un r1=0,69, la càrrega de ruptura assolida val 
qr=2,1 T/m2.  
 
5.6. Anàlisi en règim plàstic d’un fonament en faixa. Cas r1→∝ 
 
A continuació veurem el mecanisme de ruptura i la càrrega de ruptura que preveu la teoria 
per a un fonament en faixa. Observem que l’equació utilitzada per al càlcul de la càrrega de 
ruptura és la mateixa que en el cas del fonament circular, el que variarà serà el valor del factor 
de la capacitat de càrrega Nc. 
 
5.6.1. Mecanisme de ruptura d’un fonament en faixa 
 
El mecanisme de ruptura per a un fonamenten faixa, ja sigui en condicions drenades (CD) o 
en condicions no drenades (CU), es pot deduir tenint en compte les següents consideracions 
teòriques [17]. 
 
Si tenim en compte que estem treballant amb un model que presenta plasticitat associada 
perfecta, es compliran les següents igualtats: 
 
En condicions drenades (CD) correspondria a l’equació (34), mentre que en condicions no 
denades (CU) faria referència a l’equació (35) 
 
Tenint en compte les observacions que es desprenen de les equacions anteriors (33, 34, 35), 
els mecanismes admissibles per al lliscament de les superfícies de ruptura per a un fonament en 
faixa són rectes o corbes. En cas que imposem un mecanisme de ruptura que no sigui recta, el 
mecanisme es traduirà en una espiral logarítmica per a condicions drenades (CD), tal i com 
mostra el gràfic 53 que adjuntem a continuació, i amb una circumferència per a condicions no 
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Gràfic 53. Superfície de lliscament en condicions drenades (CD). Espiral logarítmica 
Font: [17] 
 
Cal que tinguem en compte que hem decidit no reproduir el mecanisme de ruptura 
mitjançant el model numèric perquè considerem provada la seva validesa després de veure els 
resultats obtinguts a l’apartat 5.4. 
 
5.6.2. Càrrega de ruptura (qr)  analítica 
 
Tal i com hem comentat anteriorment, l’equació que ens proporcionarà la càrrega de 
ruptura per a un fonament en faixa en condicions no drenades serà la mateixa que hem utilitzat 
per a un fonament circular. El que sí variarà serà el valor de Nc utilitzat en el càlcul. 
 
Podem determinar el valor exacte d’aquest paràmetre a partir dels resultats obtinguts 
mitjançant l’aplicació dels teoremes de col·lapse plàstic (Teorema de la Cota Inferior i el 
Teorema de la Cota Superior). Aquests dos teoremes s’utilitzen juntament amb els mètodes 
d’elements finits, que proposem en la present tesina d’especialitat, el mètode de Rankine o el 
mètode de les característiques per tal d’estimar les càrregues de ruptura de diferents tipus de 
fonaments. 
 
L’aplicació dels teorems de col·lapse plàstic en un fonamenten faixa considerant 
condicions no drenades del terreny (CU), ens proporciona el següent resultat: 
 
TCI (Teorema de la Cota Inferior):  
 
Per a l’obtenció d’aquest valor s’ha suposat l’existència de superfícies de ruptura rectes. 
 
TCS (Teorema de la Cota Superior):  
 
(37) ( ) uTCS Cq ·2 π+=
(36) ( ) uTCI Cq ·2 π+=
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En aquest cas, l’aplicació del teorema de la cota superior s’ha dut a terme suposant que la 
superfície de trencament està formada per ventalls. 
 
Com es desprén de les equacions (36) i (37) els valors de qtci=qtcs coincideixen, així doncs 




Observem que Nccoincideix amb el valor del factor de la capacitat de càrrega proposat per 
Terzaghi i Peck. El valor del paràmetre B és 1 ja que estem treballant amb un ample unitari.  
 
Així doncs, la càrrega de ruptura per a un fonament en faixa en les condicions establertes 





5.7. Anàlisi dels resultats obtinguts. 
 
A continuació reproduïrem la corba qr vs. r1 del fonament anul·lar tal i com hem plantejat 
en els primers apartats de la present tesina d’especialitat. 
 
5.7.1. Corba r1 vs. (qr) 
 
El gràfic 54 reflecteix com varia la càrrega de ruptura d’un fonament anul·lar a mesura que 
augmentem el seu radi interior. Observem que hem fixat 9 com a valor del radi interior per tal 
d’aproximar el resultat obtingut per a un fonament en faixa. El valor d’aquest radi interior és el 
mateix que ens ha permés reproduir, aplicant el nostre model numèric, els assentaments d’un 
fonament en faixa, obtenint un error relatiu del 3,8 %. Aquest resultat quedava reflectit a la 
taula 5 de la present tesina d’especialitat. 
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Gràfic 54. Corba càrrega de ruptura (qr) vs. radi interior (r1) del fonament anul·lar. 
Font: Elaboració pròpia.  
(38) ( ) uuucu CCCBNq ·14,5·2·· ≈+== π
(39) T/m2 28,102·14,5·14,5 ≈== uu Cq
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El valor de qr que apareix al gràfic 54 és el que hem obtingut a partir de la formulació 
analítica ja que no hem realizat cap model numèric per estudiar el comportament d’una 
cimentació anul·lar amb radis interiors molt grans. Tot i així, cal preveure que els resultats 
obtinguts d’aquest model fossin del mateix ordre que els obtinguts a partir de la formulació 




La realització de la present tesina d’especialitat assoleix els objectius que ens plantejàvem 
inicialment i que hem exposat a la introducció. 
 
A partir de l’estudi del model lineal del terreny mitjançant una discretització amb elements 
finits, hem contrastat la fiabilitat de la formulació proposada per Egorov i l’experiència 
demostrada pels enginyers d’Asprofos. La implementació d’un codi senzill amb CASTEM, ens 
ha permés realitzar els càlculs dels assentaments d’un fonament anul·lar amb un cost 
computacional petit. Els resultats obtinguts s’ajusten molt bé a la realitat, fins al punt que hem 
estat capaços de definir una franja de valors per als mòduls de Young (E1 i E2) que poden 
servir de contrast per als paràmetres elàstics obtinguts dels assajos a laboratori, validant o 
desmentint els resultats obtinguts. Recordem que els assajos amb materials obtinguts in situ 
depenen de nombrosos condicionants externs i que els errors comesos són freqüents. 
Finalment, l’estudi en règim lineal m’ha permés familiaritzar-me amb la utilització del codi de 
CASTEM, àmpliament utilitzat en l’àmbit de l’enginyeria computacional. 
 
Pel que fa l’estudi del règim no lineal, en destaca l’obtenció de la figura 54 on es mostra la 
càrrega de ruptura en funció del radi interior del fonament. Tot i així, notem que l’obtenció de 
cadascun dels models numèrics utilitzats en els càlculs no lineals exigeix un esforç 
considerable. En primera instància cal determinar la malla que s’utilitzarà en funció del 
mecanisme de ruptura que es preveu que tindrà el sòl, aquest és el procés més complicat. Una 
vegada fet això cal implementar el model plàstic que cal adoptar, en el nostre cas el model de 
Von Mises. No hem pogut obtenir molts punts de la corba esmentada anteriorment, però el fet 
de conèixer els valors extrems als quals tendeix, ja que per a un radi interior nul obtenim la 
càrrega de ruptura d’un fonament circular i per un radi interior molt gran ens aproximem a la 
càrrega de ruptura d’un fonament en faixa,  ens ha permés esbossar-ne la gràfica. Observem 
que aquesta corba no s’ha trobat en cap de les referències consultades. 
 
Pel que fa a la possibilitat que aquesta tesina d’especialitat sigui utilitzada pels tècnics 
d’Asprofos per tal de realitzar els càlculs dels assentaments dels fonaments que plantegin per a 
la construcció de dipòsits o per tal de disposar d’uns paràmetres del sòl de referència que els 
serveixin per contrastar els resultats de laboratori o fins i tot per tenir una aproximació de la 
càrrega de ruptura del sòl i de les tensions que es produeixen en el terreny, existeix i és factible 
vista la fiabilitat del model implementat. 
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ANNEXES A LA TESINA D’ESPECIALITAT 
 













 opti DIME 2 ELEM QUA4; 
 opti ACQUERIR file1; 
 ndime = 2; nnode = 4; 
 t0 = table; 
 ACQU kk1*MOT; 
 ACQU npoin*ENTIER nelem*ENTIER; 
 REPETER loop1 npoin; 
  ACQU i1*ENTIER x1*FLOTTANT y1*FLOTTANT ; 
  t0 . i1 = x1 y1; 
 FIN loop1; 
* 
 ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
      inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
 ma1 = MANU QUA4 (t0 . inode1) (t0 . inode2)  
                 (t0 . inode3) (t0 . inode4); 
 REPETER loop2 (nelem - 1); 
  ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
       inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
  ma1 = ma1 et (MANU QUA4 (t0 . inode1) (t0 . inode2)  
                          (t0 . inode3) (t0 . inode4)); 
 FIN loop2; 
* 
 
 opti sauv 'ma1.sauv'; 
 sauv; 
 
* Creació de la geometria del contorn 
* 
malla = ma1; 
front = cont malla; 
p1 = front poin proc (0.  0.); 
p3 = front poin proc (50.26 0.); 
p4 = front poin proc (50.26 21.54); 
p5 = front poin proc (7.18 21.54); 
p6 = front poin proc (4.98 21.54);  
p7 = front poin proc (0. 21.54); 
l13 = front elem compris p1 p3 ; 
l34 = front elem compris p3 p4 ; 
l45 = front elem compris p4 p5 ; 
l56 = front elem compris p5 p6 ; 
l67 = front elem compris p5 p7 ; 
l71 = front elem compris p7 p1 ;  
* 
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trace malla; 
* 
OPTION DIMENSION 2 ELEM QUA4; 
 
*-------------  MODEL  ------------------------------------------ 
* 
* Model elàstic 
* 
mod1 = MODL malla MECANIQUE ELASTIQUE;  
* 
* Paràmetres materials del terreny (Unitats N Kg m s) 
* 
NHU = 0.3; 
dens = 2.05e+03; 
* 
altura = coor 2 malla; 
* 
H = altura >EG 16.155; 
si H; 
E = 7.e+06; 
sinon; 
E = 11.e+06; 
finsi; 
* 
* Camp de propietats materials 
* 
mater1 = MATE mod1 'YOUN' E 'NU' NHU 'RHO' dens; 
* 
*--------------- MATRIUS DE RIGIDESA ------------------------------ 
* 
rig1 = RIGIDITE mod1 mater1; 
* 
* Matriu de massa 
* 
mas1 = MASSE mod1 mater1 ; 
* 
* Camp unitari paral.lel a la gravetat 
* 
unit1 = MANU CHPO malla 2 UX 0 UY -1 ;  
* 
* Camp de pes propi 
* 
pes1 = mas1*unit1; 
pes1 = CHANGER ATTRIBUT pes1 NATURE DISCRET; 
vpes1 = vect pes1 0.0005 fx fy vert; 
TITRE 'Malla EF i pes propi'; 
TRACE malla vpes1; 
* 
*--------------- CONDICIONS DE CONTORN -------------------------- 
* 
* Condicions de contorn en desplaçaments (Dirichlet) 
* 
rigcont = (bloq ux (l34 et l71)) et (bloq uy (l13)) et (bloq ux (l13)); 
* 
*--------------- Càrregues imposades----------------------(Newman N, m2) 
* 
Q = 123320; 
cargo1 = pres mass mod1 Q l56; 
vcargo1 = vect cargo1 0.0005 fx fy jaun; 
titre ' Malla EF i carrega externa'; 
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trac malla vcargo1; 
* 
*---------------- RESOLUCIÓ --------------------------------------- 
* 
* Ensamblatge dels termes de la matriu  
*(rigidesa interna i desplaçaments prescrits) 
* 
rig2 = rig1 et rigcont; 
s = DIME rig2; 
MESS ' Graus de llibertat del problema:'s; 
* 
* Ensamblatge del vector de forces 
* (Pes propi i forces de superficie) 
* 
ftot = pes1 et cargo1; 
* 
vftot = vect ftot 0.0005 fx fy roug; 
titre ' Malla i carrega total'; 
trac malla vftot; 
* 
* Resolució del sistema lineal d'equacions 
* 
desp1 = reso rig2 ftot; 
*r = DIME desp1; 
*MESS ' Dimensió del vector desplaçaments:'r; 
* 
*-------------- POSTPROCÉS I ANÀLIS DE RESULTATS -------------------------- 
* 
* Deformada de la malla i del contorn 
* 
defo1 = DEFORME malla desp1 1.e+01 VERT;  
defo0 = DEFORME malla desp1 0.     BLAN; 
TITRE 'Geometria inicial i deformada '; 
TRACE (defo0 ET defo1);   
* 
cont1 = l13 et l34 et l45 et l56 et l67 et l71; 
defcont0 = DEFORME cont1 desp1 0. BLAN ; 
TITRE 'Contorn inicial i deformada' ; 
TRACE (defcont0 ET defo1) ; 
* 
despY = EXCO UY desp1 UY; 
maxflec2 = MAXI ABS despY;  
MESS 'Fletxa màxima = ' maxflec2; 
geomax = despy POIN 'MAXI' 'ABS'; 
list geomax; 
geomax = geomax COUL 'BLEU'; 
TRAC (malla ET geomax); 
despextr = extr despy uy p4; 
list despextr; 
*MESS 'El desplaçament a l'extrem del domini és de' ; 
l47 = front elem compris p4 p7 ; 
evol1 = EVOL VERT 'CHPO' despy UY l47; 
*list evol1; 
despmig = MOYESPEC evol1 4.98 7.18; 
MESS ' El desplaçament mitjà és:'despmig; 
* 
* Tensor de deformacions (camp elemental sobre els punts de Gauss) 
* 
eps1  = EPSI mod1 desp1 ; 
MESS 'Les components del tensor de deformacions són' ; 
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LIST (EXTRAIRE eps1 COMP) ;         
epsyy = EXCO EPYY eps1 ;           
MESS 'La deformació segons y máxima és de' (MAXI ABS epsyy) ; 
* 
* Tensor de tensions (camp elemental sobre els punts de Gauss) 
* 
sig1 = SIGMA mod1 mater1 desp1 ; 
MESS 'Les components del tensor de tensions són' ; 
LIST (EXTRAIRE sig1 COMP) ; 
sigyy = EXCO SMYY sig1 ;          
MESS 'La tensió máxima segons y és de' (MAXI ABS sigyy);  
* 
* Càlcul de l'error global associat a sig1. 
* 
Erabs Ercamp = ERREUR mod1 sig1 mater1; 
* 
list (MAXI ABS epsyy) ; 
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ANNEX 2 : ARXIU UTILITZAT EN L’OBTENCIÓ DE LA CORBA ERROR VS. H 









OPTION DIMENSION 2 ELEM QUA8; 
 
*-------------  CREACIÓ DE LA GEOMETRIA --------------------------- 
 
* Creació de la geometria del contorn 
* 
r1 = 0.69; r2 = 1.1 ; r3 = 0.75; 
r4 = 0.85; r5 = 0.9; 
* 
p1 = 0.  0.; p3 = 2.22 0.; p4 = 4.44 0.; 
p5 = 7. 0.; p6 = 7. 1.; p7 = 7. 2.; 
p8 = 7. 3.; p9 = 4.44 3.; p10 = 2.22 3.; 
p11 = 0. 3.; p12 = 0. 2.; p13 = 0. 1.; 
p14 = 2.22 2.; p15 = 4.44 2.; p16 = 2.22 1.; 
p17 = 4.44 1.; 
* 
n = 20; 
m = n/2; 
k = n/4; 
l1 =  DROITE n p1 p3 ; 
l2 =  DROITE m p3 p4 ; 
l3 =  DROITE k p4 p5 ; 
l4 =  DROITE k p5 p6 ;  
l5 =  DROITE m p6 p7; 
l6 =  DROITE n p7 p8 ; 
l7 =  DROITE k p8 p9 ; 
l8 =  DROITE m p9 p10; 
l9 =  DROITE n p10 p11 ; 
l10 =  DROITE n p11 p12 ; 
l11 =  DROITE m p12 p13 ; 
l12 =  DROITE k p13 p1 ; 
l13 =  DROITE n p12 p14 ; 
l14 = d n p14 p10; 
l15 = d m p16 p14; 
l16 = d n p13 p16; 
l17 = d k p3 p16; 
l18 = d m p14 p15; 
l19 = d n p15 p9; 
l20 = d m p17 p15; 
l21 = d m p16 p17; 
l22 = d k p4 p17; 
l23 = d k p15 p7; 
l24 = d k p17 p6; 
* 
EL1= dall l10 l13 l14 l9; 
EL2= dall l11 l16 l15 l13; 
EL3= dall l12 l1 l17 l16; 
EL4=DALL L14 L18 L19 L8; 
EL5=DALL L15 L21 L20 L18; 
EL6= DALL L17 L2 L22 L21; 
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EL7=DALL L19 L23 L6 L7; 
EL8=DALL L20 L24 L5 L23; 
EL9 = DALL L22 L3 L4 L24;  
* 
malla1 = (el1 et el4 et el7); 
elim malla1 .01; 
trac malla1; 
malla2 = (el2 et el3 et el5 et el6 et el8 et el9); 
elim malla2 .01; 
trac malla2; 
* 
OPTION DIMENSION 2 ELEM QUA8 ; 
* 
*-------------  MODEL  ------------------------------------------ 
* 
* Model elàstic 
* 
modl1 = MODL malla1 MECANIQUE ELASTIQUE;  
modl2 = MODL malla2 MECANIQUE ELASTIQUE; 
* 
* Paràmetres materials del terreny (Unitats N Kg m s) 
* 
NHU = 0.3; 




* Camp de propietats materials 
* 
mater1 = MATE modl1 'YOUN' E1 'NU' NHU 'RHO' dens; 
mater2 = MATE modl2 'YOUN' E2 'NU' NHU 'RHO' dens; 
* 
*Combinació d'ambdós models, materials 
* 
malla =(malla1 et malla2); 
elim malla .01; 
mod=(modl1 et modl2); 
mater=(mater1 et mater2); 
* 
*--------------- MATRIUS DE RIGIDESA ------------------------------ 
* 
rig1 = RIGIDITE mod mater; 
* 
* Matriu de massa 
* 
mas1 = MASSE mod mater ; 
* 
* Camp unitari paral.lel a la gravetat 
* 
unit1 = MANU CHPO malla 2 UX 0 UY -1 ;  
* 
* Camp de pes propi 
* 
pes1 = mas1*unit1; 
pes1 = CHANGER ATTRIBUT pes1 NATURE DISCRET; 
vpes1 = vect pes1 0.0005 fx fy vert; 
TITRE 'Malla EF i pes propi'; 
TRACE malla vpes1; 
* 
*--------------- CONDICIONS DE CONTORN -------------------------- 
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* 
* Condicions de contorn en desplaçaments (Dirichlet) 
* 
rigcont = (bloq ux (L10 ET L11 ET L12 ET L6 ET L5 ET L4)) et  
(bloq uy (l1 ET L2 ET L3)) et (bloq ux (l1 ET L2 ET L3)); 
* 
*--------------- Càrregues imposades----------------------(Newman N, m2) 
* 
*Q = 10364.25*1000; 
Q=10364.25*10; 
M = 3.14 *r2*r2; 
T = 3.14 *r1*r1; 
A = M-T; 
p = Q / A; 
front = cont malla; 
p18 = front poin proc (r2 3.); 
p19 = front poin proc (r1 3.);  
p20 = front poin proc (r4 3.); 
p21 = front poin proc (r3 3.); 
p22 = front poin proc (r5 3.); 
l_cargo = front elem compris p18 p19 ; 
* 
cargo1 = pres mass mod p l_cargo; 
vcargo1 = vect cargo1 0.0005 fx fy jaun; 
titre ' Malla EF i carrega externa'; 
trac malla vcargo1; 
* 
*---------------- RESOLUCIÓ --------------------------------------- 
* 
* Ensamblatge dels termes de la matriu  
*(rigidesa interna i desplaçaments prescrits) 
* 
rig2 = rig1 et rigcont; 
s = DIME rig2; 
MESS ' Graus de llibertat del problema:'s; 
* 
* Ensamblatge del vector de forces 
* (Pes propi i forces de superficie) 
* 
ftot = pes1 et cargo1; 
* 
vftot = vect ftot 0.0005 fx fy roug; 
titre ' Malla i carrega total'; 
trac malla vftot; 
* 
* Resolució del sistema lineal d'equacions 
* 
desp1 = reso rig2 ftot; 
* 
*-------------- POSTPROCÉS I ANÀLIS DE RESULTATS -------------------------- 
* 
* Deformada de la malla i del contorn 
* 
defo1 = DEFORME malla desp1 1.e+01 VERT;  
defo0 = DEFORME malla desp1 0.     BLAN; 
TITRE 'Geometria inicial i deformada '; 
TRACE (defo0 ET defo1);   
* 
cont1 = L1 ET L2 ET L3 ET L4 ET L5 ET L6 ET L7 ET  
L8 ET L9 ET L10 ET L11 ET L12 ; 
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defcont0 = DEFORME cont1 desp1 0. BLAN ; 
TITRE 'Contorn inicial i deformada' ; 
TRACE (defcont0 ET defo1) ; 
* 
* Càlcul del desplaçament màxim, desplaçament a l'extrem domini i 
desplaçament mig. 
* 
despy = EXCO UY desp1 UY; 
maxflec2 = MAXI ABS despY;  
MESS 'Fletxa màxima = ' maxflec2; 
geomax = despy POIN 'MAXI' 'ABS'; 
list geomax; 
geomax = geomax COUL 'BLEU'; 
TITRE 'Punt desplaçament max '; 
TRAC (malla ET geomax); 
despP5 = extr despy uy p18; 
despP6 = extr despy uy p19; 
despP8 = extr despy uy p20; 
despP9 = extr despy uy p21; 
despP10 = extr despy uy p22; 
superf = (L7 ET L8 ET L9) ; 
evol1 = EVOL VERT 'CHPO' despy UY superf; 
*list evol1; 
despmig = MOYESPEC evol1 r1 r2; 
MESS ' El desplaçament mitjà és:'despmig; 
* 
* Tensor de deformacions (camp elemental sobre els punts de Gauss) 
* 
eps1  = EPSI mod desp1 ; 
MESS 'Les components del tensor de deformacions són' ; 
LIST (EXTRAIRE eps1 COMP) ;         
epsyy = EXCO EPYY eps1 ;  
epsyymax = MAXI epsyy 'ABS';  
MESS 'La deformació segons y máxima és de' epsyymax; 
* 
* Tensor de tensions (camp elemental sobre els punts de Gauss) 
* 
sig1 = SIGMA mod mater desp1 ; 
MESS 'Les components del tensor de tensions són' ; 
LIST (EXTRAIRE sig1 COMP) ; 
sigyy = EXCO SMYY sig1 ;          
MESS 'La tensió máxima segons y és de' (MAXI ABS sigyy) ; 
* 
* Càlcul de l'error global associat a sig1. 
* 
Erabs Ercamp = ERREUR mod sig1 mater; 
* 
list epsyymax; 
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ANNEX 3 : ARXIU UTILITZAT PER REALITZAR ELS CONTRASTOS MODEL 













 opti DIME 2 ELEM QUA8; 
 opti echo 1; 
 opti ACQUERIR file1; 
 ndime = 2; nnode = 4; 
 t0 = table; 
 ACQU kk1*MOT; 
 ACQU npoin*ENTIER nelem*ENTIER; 
 REPETER loop1 npoin; 
  ACQU i1*ENTIER x1*FLOTTANT y1*FLOTTANT ; 
  t0 . i1 = x1 y1; 
 FIN loop1; 
* 
 ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
      inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
 p1 = (t0 . inode1); 
 p2 = (t0 . inode2); 
 p3 = (t0 . inode3); 
 p4 = (t0 . inode4); 
 l12 = d 1 p1 p2; 
 l23 = d 1 p2 p3; 
 l34 = d 1 p3 p4; 
 l41 = d 1 p4 p1; 
 EL1 = dall l12 l23 l34 l41; 
 REPETER loop2 (nelem - 1); 
  ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
       inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
 p1 = (t0 . inode1); 
 p2 = (t0 . inode2); 
 p3 = (t0 . inode3); 
 p4 = (t0 . inode4); 
 l12 = d 1 p1 p2; 
 l23 = d 1 p2 p3; 
 l34 = d 1 p3 p4; 
 l41 = d 1 p4 p1; 
 EL1 = EL1 et (dall l12 l23 l34 l41); 
 
 FIN loop2; 
* 
 elim EL1 .00001; 
 su = EL1; 
 opti echo 1; 
 mess 'elements:' (nbel su) 'nodes:' (nbno su); 
 opti sauv 'ma2.sauv'; 
 sauv su; 
 
* Creació de la geometria del contorn 
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* 
malla = su; 
front = cont malla; 
r1 = 0.69 ; 
r2 = 1.; 
r3 = 0.75; 
r4 = 0.85; 
r5 = 0.9; 
*ratio = 0.; 
*L = 50.26; 
*H = 21.54; 
p1 = front poin proc (0.  0.); 
p3 = front poin proc (7. 0.); 
p4 = front poin proc (7. 3.); 
p5 = front poin proc (r2 3.); 
p6 = front poin proc (r1 3.);  
p7 = front poin proc (0. 3.); 
p8 = front poin proc (r4 3.); 
p9 = front poin proc (r3 3.); 
p10 = front poin proc (r5 3.); 
l13 = front elem compris p1 p3 ; 
l34 = front elem compris p3 p4 ; 
l45 = front elem compris p4 p5 ; 
l56 = front elem compris p5 p6 ; 
l67 = front elem compris p6 p7 ; 




OPTION DIMENSION 2 ELEM QUA8; 
 
*-------------  MODEL  ------------------------------------------ 
* 
* Model elàstic 
* 
mod1 = MODL malla MECANIQUE ELASTIQUE;  
* 
* Paràmetres materials del terreny (Unitats N Kg m s) 
* 
NHU = 0.3; 
dens = 2.05e+03; 
E=11.e+06; 
* 
*altura = coor 2 malla; 
* 
*H = altura >EG 2.25; 
*si H; 
*E = 7.e+06; 
*sinon; 
*E = 11.e+06; 
*finsi; 
* 
* Camp de propietats materials 
* 
mater1 = MATE mod1 'YOUN' E 'NU' NHU 'RHO' dens; 
* 
*--------------- MATRIUS DE RIGIDESA ------------------------------ 
* 
rig1 = RIGIDITE mod1 mater1; 
* 
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* Matriu de massa 
* 
mas1 = MASSE mod1 mater1 ; 
* 
* Camp unitari paral.lel a la gravetat 
* 
unit1 = MANU CHPO malla 2 UX 0 UY -1 ;  
* 
* Camp de pes propi 
* 
pes1 = mas1*unit1; 
pes1 = CHANGER ATTRIBUT pes1 NATURE DISCRET; 
vpes1 = vect pes1 0.0005 fx fy vert; 
TITRE 'Malla EF i pes propi'; 
TRACE malla vpes1; 
* 
*--------------- CONDICIONS DE CONTORN -------------------------- 
* 
* Condicions de contorn en desplaçaments (Dirichlet) 
* 
rigcont = (bloq ux (l34 et l71)) et (bloq uy (l13)) et (bloq ux (l13)); 
* 
*--------------- Càrregues imposades----------------------(Newman N, m2) 
* 
Q = 10364.25*1000; 
M = 3.14 *r2*r2; 
N = 3.14 *r1*r1; 
A = M-N; 
p = Q / A; 
cargo1 = pres mass mod1 p l56; 
vcargo1 = vect cargo1 0.000005 fx fy jaun; 
titre ' Malla EF i carrega externa'; 
trac malla vcargo1; 
* 
*---------------- RESOLUCIÓ --------------------------------------- 
* 
* Ensamblatge dels termes de la matriu  
*(rigidesa interna i desplaçaments prescrits) 
* 
rig2 = rig1 et rigcont; 
s = DIME rig2; 
MESS ' Graus de llibertat del problema:'s; 
* 
* Ensamblatge del vector de forces 
* (Pes propi i forces de superficie) 
* 
ftot = pes1 et cargo1; 
* 
vftot = vect ftot 0.00005 fx fy roug; 
titre ' Malla i carrega total'; 
trac malla vftot; 
* 
* Resolució del sistema lineal d'equacions 
* 
desp1 = reso rig2 ftot; 
*r = DIME desp1; 
*MESS ' Dimensió del vector desplaçaments:'r; 
* 
*-------------- POSTPROCÉS I ANÀLIS DE RESULTATS -------------------------- 
* 
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* Deformada de la malla i del contorn 
* 
defo1 = DEFORME malla desp1 1.e-01 roug;  
defo0 = DEFORME malla desp1 0.     ; 
TITRE 'Geometria inicial i deformada '; 
TRACE (defo0 ET defo1);   
* 
cont1 = l13 et l34 et l45 et l56 et l67 et l71; 
defcont0 = DEFORME cont1 desp1 0.  ; 
TITRE 'Contorn inicial i deformada' ; 
TRACE (defcont0 ET defo1) ; 
* 
despY = EXCO UY desp1 UY; 
maxflec2 = MAXI ABS despY;  
MESS 'Fletxa màxima = ' maxflec2; 
geomax = despy POIN 'MAXI' 'ABS'; 
list geomax; 
geomax = geomax COUL 'BLEU'; 
TRAC (malla ET geomax); 
despextr = extr despy uy p4; 
despP7 = extr despy uy p7; 
despP5 = extr despy uy p5; 
despP6 = extr despy uy p6; 
despP8 = extr despy uy p8; 
despP9 = extr despy uy p9; 
despP10=extr despy uy p10; 
list despextr; 
*MESS 'El desplaçament a l'extrem del domini és de' ; 
l47 = front elem compris p4 p7 ; 
evol1 = EVOL VERT 'CHPO' despy UY l47; 
*list evol1; 
despmig = MOYESPEC evol1 r1 r2; 
MESS ' El desplaçament mitjà és:'despmig; 
* 
* Tensor de deformacions (camp elemental sobre els punts de Gauss) 
* 
eps1  = EPSI mod1 desp1 ; 
MESS 'Les components del tensor de deformacions són' ; 
LIST (EXTRAIRE eps1 COMP) ;         
epsyy = EXCO EPYY eps1 ;           
MESS 'La deformació segons y máxima és de' (MAXI ABS epsyy) ; 
* 
* Tensor de tensions (camp elemental sobre els punts de Gauss) 
* 
sig1 = SIGMA mod1 mater1 desp1 ; 
MESS 'Les components del tensor de tensions són' ; 
LIST (EXTRAIRE sig1 COMP) ; 
sigyy = EXCO SMYY sig1 ;          
MESS 'La tensió máxima segons y és de' (MAXI ABS sigyy);  
* 
* Càlcul de l'error global associat a sig1. 
* 




list (MAXI ABS epsyy) ; 
list (MAXI ABS sigyy); 
list maxflec2; 
list despextr; 
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ANNEX 4 : ARXIU UTILITZAT PER REALITZAR EL CÀLCUL DELS ASSENTAMENTS 













 opti DIME 2 ELEM QUA8; 
 opti echo 1; 
 opti ACQUERIR file1; 
 ndime = 2; nnode = 4; 
 t0 = table; 
 ACQU kk1*MOT; 
 ACQU npoin*ENTIER nelem*ENTIER; 
 REPETER loop1 npoin; 
  ACQU i1*ENTIER x1*FLOTTANT y1*FLOTTANT ; 
  t0 . i1 = x1 y1; 
 FIN loop1; 
* 
 ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
      inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
 p1 = (t0 . inode1); 
 p2 = (t0 . inode2); 
 p3 = (t0 . inode3); 
 p4 = (t0 . inode4); 
 l12 = d 1 p1 p2; 
 l23 = d 1 p2 p3; 
 l34 = d 1 p3 p4; 
 l41 = d 1 p4 p1; 
 EL1 = dall l12 l23 l34 l41; 
 REPETER loop2 (nelem - 1); 
  ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
       inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
 p1 = (t0 . inode1); 
 p2 = (t0 . inode2); 
 p3 = (t0 . inode3); 
 p4 = (t0 . inode4); 
 l12 = d 1 p1 p2; 
 l23 = d 1 p2 p3; 
 l34 = d 1 p3 p4; 
 l41 = d 1 p4 p1; 
 EL1 = EL1 et (dall l12 l23 l34 l41); 
 
 FIN loop2; 
* 
 elim EL1 .00001; 
 su = EL1; 
 opti echo 1; 
 mess 'elements:' (nbel su) 'nodes:' (nbno su); 
 opti sauv 'ma2.sauv'; 
 sauv su; 
 
* Creació de la geometria del contorn 
Escola Tècnica Superior d’Enginyers de Camins, Canals i Ports de Barcelona 
 
Treball Fi de Carrera: Tesina d’especialitat 
 Model numèric d’una cimentació anul·lar  82 
* 
malla = su; 
front = cont malla; 
p1 = front poin proc (0.  0.); 
p3 = front poin proc (50.26 0.); 
p4 = front poin proc (50.26 21.54); 
p5 = front poin proc (7.18 21.54); 
p6 = front poin proc (4.98 21.54);  
p7 = front poin proc (0. 21.54); 
l13 = front elem compris p1 p3 ; 
l34 = front elem compris p3 p4 ; 
l45 = front elem compris p4 p5 ; 
l56 = front elem compris p5 p6 ; 
l67 = front elem compris p5 p7 ; 




OPTION DIMENSION 2 ELEM QUA8; 
 
*-------------  MODEL  ------------------------------------------ 
* 
* Model elàstic 
* 
mod1 = MODL malla MECANIQUE ELASTIQUE;  
* 
* Paràmetres materials del terreny (Unitats N Kg m s) 
* 
NHU = 0.3; 
dens = 2.05e+03; 
* 
altura = coor 2 malla; 
* 
H = altura >EG 16.155; 
si H; 
E = 7.e+06; 
sinon; 
E = 11.e+06; 
finsi; 
* 
* Camp de propietats materials 
* 
mater1 = MATE mod1 'YOUN' E 'NU' NHU 'RHO' dens; 
* 
* Matriu de rigidesa 
* 
rig1 = RIGIDITE mod1 mater1; 
* 
* Matriu de massa 
* 
mas1 = MASSE mod1 mater1 ; 
* 
* Camp unitari paral.lel a la gravetat 
* 
unit1 = MANU CHPO malla 2 UX 0 UY -1 ;  
* 
* Camp de pes propi 
* 
pes1 = mas1*unit1; 
pes1 = CHANGER ATTRIBUT pes1 NATURE DISCRET; 
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vpes1 = vect pes1 0.0005 fx fy vert; 
TITRE 'Malla EF i pes propi'; 
TRACE malla vpes1; 
* 
*--------------- CONDICIONS DE CONTORN -------------------------- 
* 
* Condicions de contorn en desplaçaments (Dirichlet) 
* 
rigcont = (bloq ux (l34 et l71)) et (bloq uy (l13)) et (bloq ux (l13)); 
* 
*--------------- Càrregues imposades----------------------(Newman N, m2) 
* 
Q = 123320; 
cargo1 = pres mass mod1 Q l56; 
vcargo1 = vect cargo1 0.0005 fx fy jaun; 
titre ' Malla EF i carrega externa'; 
trac malla vcargo1; 
* 
*---------------- RESOLUCIÓ --------------------------------------- 
* 
* Ensamblatge dels termes de la matriu  
*(rigidesa interna i desplaçaments prescrits) 
* 
rig2 = rig1 et rigcont; 
s = DIME rig2; 
MESS ' Graus de llibertat del problema:'s; 
* 
* Ensamblatge del vector de forces 
* (Pes propi i forces de superficie) 
* 
ftot = pes1 et cargo1; 
* 
vftot = vect ftot 0.0005 fx fy roug; 
titre ' Malla i carrega total'; 
trac malla vftot; 
* 
* Resolució del sistema lineal d'equacions 
* 
desp1 = reso rig2 ftot; 
*r = DIME desp1; 
*MESS ' Dimensió del vector desplaçaments:'r; 
* 
*-------------- POSTPROCÉS I ANÀLIS DE RESULTATS -------------------------- 
* 
* Deformada de la malla i del contorn 
* 
defo1 = DEFORME malla desp1 1.e+01 VERT;  
defo0 = DEFORME malla desp1 0.     BLAN; 
TITRE 'Geometria inicial i deformada '; 
TRACE (defo0 ET defo1);   
* 
cont1 = l13 et l34 et l45 et l56 et l67 et l71; 
defcont0 = DEFORME cont1 desp1 0. BLAN ; 
TITRE 'Contorn inicial i deformada' ; 
TRACE (defcont0 ET defo1) ; 
* 
despY = EXCO UY desp1 UY; 
maxflec2 = MAXI ABS despY;  
MESS 'Fletxa màxima = ' maxflec2; 
geomax = despy POIN 'MAXI' 'ABS'; 
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list geomax; 
geomax = geomax COUL 'BLEU'; 
TRAC (malla ET geomax); 
despextr = extr despy uy p4; 
list despextr; 
*MESS 'El desplaçament a l'extrem del domini és de' ; 
l47 = front elem compris p4 p7 ; 
evol1 = EVOL VERT 'CHPO' despy UY l47; 
*list evol1; 
despmig = MOYESPEC evol1 4.98 7.18; 
MESS ' El desplaçament mitjà és:'despmig; 
* 
* Tensor de deformacions (camp elemental sobre els punts de Gauss) 
* 
eps1  = EPSI mod1 desp1 ; 
MESS 'Les components del tensor de deformacions són' ; 
LIST (EXTRAIRE eps1 COMP) ;         
epsyy = EXCO EPYY eps1 ;           
MESS 'La deformació segons y máxima és de' (MAXI ABS epsyy) ; 
* 
* Tensor de tensions (camp elemental sobre els punts de Gauss) 
* 
sig1 = SIGMA mod1 mater1 desp1 ; 
MESS 'Les components del tensor de tensions són' ; 
LIST (EXTRAIRE sig1 COMP) ; 
sigyy = EXCO SMYY sig1 ;          
MESS 'La tensió máxima segons y és de' (MAXI ABS sigyy);  
* 
* Càlcul de l'error global associat a sig1. 
* 
Erabs Ercamp = ERREUR mod1 sig1 mater1; 
* 
list (MAXI ABS epsyy) ; 
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 opti DIME 2 ELEM QUA8; 
 opti echo 1; 
 opti ACQUERIR file1; 
 ndime = 2; nnode = 4; 
 t0 = table; 
 ACQU kk1*MOT; 
 ACQU npoin*ENTIER nelem*ENTIER; 
 REPETER loop1 npoin; 
  ACQU i1*ENTIER x1*FLOTTANT y1*FLOTTANT ; 
  t0 . i1 = x1 y1; 
 FIN loop1; 
* 
 ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
      inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
 p1 = (t0 . inode1); 
 p2 = (t0 . inode2); 
 p3 = (t0 . inode3); 
 p4 = (t0 . inode4); 
 l12 = d 1 p1 p2; 
 l23 = d 1 p2 p3; 
 l34 = d 1 p3 p4; 
 l41 = d 1 p4 p1; 
 EL1 = dall l12 l23 l34 l41; 
 REPETER loop2 (nelem - 1); 
  ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
       inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
 p1 = (t0 . inode1); 
 p2 = (t0 . inode2); 
 p3 = (t0 . inode3); 
 p4 = (t0 . inode4); 
 l12 = d 1 p1 p2; 
 l23 = d 1 p2 p3; 
 l34 = d 1 p3 p4; 
 l41 = d 1 p4 p1; 
 EL1 = EL1 et (dall l12 l23 l34 l41); 
 
 FIN loop2; 
* 
 elim EL1 .00001; 
 su = EL1; 
 opti echo 1; 
 mess 'elements:' (nbel su) 'nodes:' (nbno su); 
 opti sauv 'ma2.sauv'; 
 sauv su; 
 
* Creació de la geometria del contorn 
* 
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malla = su; 
front = cont malla; 
r1 = 0.69; 
r2 = 1. ; 
r3 = 0.75; 
r4 = 0.85; 
r5 = 0.9; 
p1 = front poin proc (0.  0.); 
p3 = front poin proc (7. 0.); 
p4 = front poin proc (7. 3.); 
p5 = front poin proc (r2 3.); 
p6 = front poin proc (r1 3.);  
p7 = front poin proc (0. 3.); 
p8 = front poin proc (r4 3.); 
p9 = front poin proc (r3 3.); 
p10 = front poin proc (r5 3.); 
* 
l13 = front elem compris p1 p3 ; 
l34 = front elem compris p3 p4 ; 
l45 = front elem compris p4 p5 ; 
l510 = front elem compris p5 p10 ; 
l108 = front elem compris p10 p8 ; 
l89 = front elem compris p8 p9; 
l96 = front elem compris p9 p6; 
l67 = front elem compris p6 p7 ; 
l71 = front elem compris p7 p1; 
* 




OPTION DIMENSION 2 ELEM QUA8 ; 
* 
*Obtenció mesures desplaçaments en funció E1, E2 
* 
* Definició de l'interval d'estudi. Es considerarà  
* el mateix per E1 i E2 
* 
*Nombre de punts 
n = 20; 
* 
E1sup = 8.e+06; 
E1inf = 6.e+06; 
E2sup = 12.e+06; 





LE1=PROG E1inf PAS int E1sup; 
LE2=PROG E2inf PAS int E2sup; 
dim1 = DIME LE1; 
dim2 = DIME LE2; 




REPETER bucl1 dim1; 
* 
*-------------  MODEL  ------------------------------------------ 
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* 
* Model elàstic 
* 
mod1 = MODL malla MECANIQUE ELASTIQUE;  
* 
* Paràmetres materials del terreny (Unitats N Kg m s) 
* 
i=i+1; 
E1=EXTR LE1 i; 
* 
j=0; 
repeter bucl2 dim2; 
* 
j=j+1; 
E2=EXTR LE2 j; 
NHU = 0.3; 
dens = 2.05e+03; 
* 
altura = coor 2 malla; 
* 
H = altura >EG 2.25; 
si H; 
E = E1; 
sinon; 
E = E2; 
finsi; 
* 
* Camp de propietats materials 
* 
mater1 = MATE mod1 'YOUN' E 'NU' NHU 'RHO' dens; 
* 
*--------------- MATRIUS DE RIGIDESA ------------------------------ 
* 
rig1 = RIGIDITE mod1 mater1; 
* 
* Matriu de massa 
* 
mas1 = MASSE mod1 mater1 ; 
* 
* Camp unitari paral.lel a la gravetat 
* 
unit1 = MANU CHPO malla 2 UX 0 UY -1 ;  
* 
* Camp de pes propi 
* 
pes1 = mas1*unit1; 
pes1 = CHANGER ATTRIBUT pes1 NATURE DISCRET; 
* 
*--------------- CONDICIONS DE CONTORN -------------------------- 
* 
* Condicions de contorn en desplaçaments (Dirichlet) 
* 
rigcont = (bloq ux (l34 et l71)) et (bloq uy (l13)) et (bloq ux (l13)); 
* 
*Càrregues imposades (Newman N, m2) 
* 
Q = 10364.25*1000; 
M = 3.14 *r2*r2; 
T = 3.14 *r1*r1; 
A = M-T; 
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p = Q / A; 
cargo1 = pres mass mod1 p l_cargo; 
* 
*---------------- RESOLUCIÓ --------------------------------------- 
* 
* Ensamblatge dels termes de la matriu  
*(rigidesa interna i desplaçaments prescrits) 
* 
rig2 = rig1 et rigcont; 
* 
* Ensamblatge del vector de forces 
* (Pes propi i forces de superficie) 
* 
ftot = pes1 et cargo1; 
* 
* 
* Resolució del sistema lineal d'equacions 
* 
desp1 = reso rig2 ftot; 
* 
*-------------- POSTPROCÉS I ANÀLIS DE RESULTATS -------------------------- 
* 
despY = EXCO UY desp1 UY; 
despP5 = extr despy uy p5; 
despP6 = extr despy uy p6; 
despP8 = extr despy uy p8; 
despP9 = extr despy uy p9; 
despP10 = extr despy uy p10; 
* 
* 




















*Llistes de resultats per a cada iteració 
* 
log1 = &bucl2 ega 1; 
log2 = &bucl1 ega 1; 
* 




y2= prog E2; 
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x2= inse x2 (dim3+1) E1; 
y2= inse y2 (dim3+1) E2; 







OPTI DIME 2 ELEM QUA4; 
* 
*Obtenció de l'error a cadascun dels nodes 
* 
p1 = E1inf E2inf; 
p2 = E1sup E2inf; 
p3 = E1sup E2sup; 
p4 = E1inf E2sup; 
* 
l12 = droite (n-1) p1 p2; 
l23 = droite (n-1) p2 p3; 
l34 = droite (n-1) p3 p4; 
l41 = droite (n-1) p4 p1; 
* 




E1 = extr x2 1; 
E2 = extr y2 1; 
ER_1 = extr z2 1; 
poin1 = mall_er poin 'PROC' (E1 E2); 




repe loop2 (n_bucl-1) ; 
* 
j = j+1; 
E1_j = extr x2 j; 
E2_j = extr y2 j; 
ER_j = extr z2 j; 
poinj = mall_er poin 'PROC' (E1_j E2_j); 




mod0=mode mall_er mecanique elastique; 
cham_er=chan 'CHAM' chp_er mall_er; 
*cham_er=chan 'NOEUD' mod0 cham_er; 
chp= CHAN 'CHPO' mod0 cham_er 'MOYE'; 
* 
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ANNEX 6: ARXIU UTILITZAT PER OBTENIR LA GEOMETRIA PER REALIZAR EL 












opti DIME 2 ELEM QUA8; 
 opti echo 1; 
 opti ACQUERIR file1; 
 ndime = 2; nnode = 4; 
 t0 = table; 
 ACQU kk1*MOT; 
 ACQU npoin*ENTIER nelem*ENTIER; 
 REPETER loop1 npoin; 
  ACQU i1*ENTIER x1*FLOTTANT y1*FLOTTANT ; 
  t0 . i1 = x1 y1; 
 FIN loop1; 
* 
 ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
      inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
 p1 = (t0 . inode1); 
 p2 = (t0 . inode2); 
 p3 = (t0 . inode3); 
 p4 = (t0 . inode4); 
 l12 = d 1 p1 p2; 
 l23 = d 1 p2 p3; 
 l34 = d 1 p3 p4; 
 l41 = d 1 p4 p1; 
 EL1 = dall l12 l23 l34 l41; 
 REPETER loop2 (nelem - 1); 
  ACQU kk2*ENTIER kk3*ENTIER kk1*MOT 
       inode1*ENTIER inode2*ENTIER inode3*ENTIER inode4*ENTIER; 
 p1 = (t0 . inode1); 
 p2 = (t0 . inode2); 
 p3 = (t0 . inode3); 
 p4 = (t0 . inode4); 
 l12 = d 1 p1 p2; 
 l23 = d 1 p2 p3; 
 l34 = d 1 p3 p4; 
 l41 = d 1 p4 p1; 
 EL1 = EL1 et (dall l12 l23 l34 l41); 
 
 FIN loop2; 
* 
 elim EL1 .00001; 
 ma1 = EL1; 
 opti echo 1; 
 mess 'elements:' (nbel ma1) 'nodes:' (nbno ma1); 
 opti sauv 'ma1.sauv'; 
 sauv ma1; 
 
* 
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OPTION DIME 2 TRAC x ELEM qua8 MODE plan defo; 
* 
*-------------  CREACION DE LA GEOMETRIA --------------------------- 
* 
malla = ma1; 
front = cont malla; 
p1 = front poin proc (0. 0.); 
p3 = front poin proc (20. 0.); 
p4 = front poin proc (20. 20.); 
p5 = front poin proc (1. 20.); 
p6 = front poin proc (0.69 20.); 
p7 = front poin proc (0. 20.); 
l13 = front elem compris p1 p3 ; 
l34 = front elem compris p3 p4 ; 
l45 = front elem compris p4 p5 ; 
l56 = front elem compris p5 p6 ; 
l67 = front elem compris p6 p7 ;  
l71 = front elem compris p7 p1 ;  
trace malla; 
opti sauv 'ma1_q8.sauv'; 
sauv; 
fin; 
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ANNEX 7: ARXIU UTILITZAT EN LA REALITZACIÓ DEL CÀLCUL DE LES 








*opti rest 'ma1_q4.sauv'; 
opti rest 'ma1_q8.sauv'; 
rest ma1; 
* 
*OPTION DIME 2 TRAC x ELEM qua4 MODE plan defo; 
OPTION DIME 2 TRAC x ELEM qua8 MODE plan defo; 
* 
*-------------  CREACIÓ DE LA GEOMETRIA --------------------------- 
* 
malla = ma1; 
front = cont malla; 
p1 = front poin proc (0. 0.); 
p3 = front poin proc (20. 0.); 
p4 = front poin proc (20. 20.); 
p5 = front poin proc (1. 20.); 
p6 = front poin proc (0.69 20.); 
p7 = front poin proc (0. 20.); 
l13 = front elem compris p1 p3 ; 
l34 = front elem compris p3 p4 ; 
l45 = front elem compris p4 p5 ; 
l56 = front elem compris p5 p6 ; 
l67 = front elem compris p6 p7 ;  
l71 = front elem compris p7 p1 ;  
trace malla; 
* 
*-------------  MODEL  ------------------------------------------ 
* 
* VON MISES 
* 
NUHOR  = 0.3; 
E_ELAS = 2000.; 
KLL = 2.; 
* 
MOD1 = MODL ma1 MECANIQUE ELASTIQUE PLASTIQUE PARFAIT; 
MAT1 = MATR MOD1 YOUN E_ELAS  NU NUHOR SIGY KLL; 
* 
*opti sauv 'cimanul_vm_q4.dat'; 
opti sauv 'cimanul_vm_q8.dat'; 
* 
*--------------- MATRIUS DE RIGIDESA ------------------------------ 
* 
 RIG1 = rigi MOD1 MAT1; 
* 
*--------------- CONDICIONS DE CONTORN -------------------------- 
* 
 RIGcont = (bloq ux (l34 et l71)) et (bloq uy (l13)); 
 RIG2 = RIG1 et RIGcont; 
* 
*--------------- Mov imposat ------------------------------------ 
* 
 RIGsupe1 = (bloq uy l56); 
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 valor1 = -0.1; 
 movyy = (depi RIGsupe1 valor1); 
 evol1 = EVOL MANU t (PROG 0. 2.) level (PROG 0. 2.); 
 evfut = CHAR DIMP evol1 movyy; 
* 
*---------------- RESOLUCIÓ --------------------------------------- 
 t0 = TABLE ; 
 maxiter = 30; 
 t0.MODELE              = MOD1; 
 t0.CARACTERISTIQUES    = MAT1; 
 t0.BLOCAGES_MECANIQUES = RIGcont et RIGsupe1; 
 t0.CHARGEMENT          = evfut; 
 t0.MAXITERATION        = maxiter; 
 t0.PRECISION           = 1.E-4; 
 t0.CONVERGENCE_FORCEE  = vrai;   
 t0.TEMPS_CALCULES      = PROG 0. pas 0.01 0.50; 
 t0.TEMPS_SAUVES        = PROG 0. pas 0.02 0.50; 
 PASAPAS t0 ; 
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OPTION DIME 2 TRAC x ELEM qua8 MODE plan defo; 
* 
* 
*---------------- POSTPROCÉS --------------------------------------- 
* 
* Recuperació de resultats 
* 
opti rest 'cimanul_vm_q8.dat'; 
*opti rest 'cimanul_vm_q4.dat'; 
 rest t0; 
 des0 = t0.TEMPS_SAUVES;    
 i =1; 
 imax= (dime des0) - 1; 
 fuer = prog 0.; 
 ddep = table; mall= table; vmno= table; vint = table;  
 vint1 = table; vint2 = table; forz= table; reaci = table;  
 vint3 = table; vint4 = table; vint5 = table; vint6 = table; 
 ddep.0 = t0.deplacements.0; 
 mall.0 = defo malla ddep.0 1.; 
 repeter blocdefi imax; 
  ddep.i  = t0.deplacements.i; 
  mall.i  = defo malla ddep.i 1.; 
  vmno.i  = vmis t0.contraintes.i mod1; 
*  vmno.i  = chan chpo aux mod1; 
  vint.i  = t0.VARIABLES_INTERNES.i; 
  vint1.i = exco vint.i epse scal; 
*  vint2.i = exco vint.i aux1 scal; 
*  vint3.i = exco vint.i nsst scal; 
*  vint4.i = exco vint.i ssii scal; 
*  aux  = reac rigsupe1 ddep.i; 
  aux  = t0.reactions.i; 
  aux  = redu aux l56; 
  aux  = resu aux; 
  pbas = extr aux MAIL ;  
  pbas = POIN 1 pbas ; 
  aux  = extr aux fy pbas; 
  aux  = -1.D0 * aux; 
*  aux = maxi vint3.i; 
  fuer = fuer et (prog aux); 
  i=i+1; 
 fin blocdefi; 
* 
* Deformada final sense ampliar 
* 
 trace mall.imax; 
* 
* Evolució de la deformada  
* 
* mallani = mall.1; 
* i=2; 
* repeter blomani (imax-1);  
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*  mallani = mallani et (mall.i); 
*  i=i+1; 
* fin blomani; 
* trace mallani oscil; 
* 
* Resposta estructural 
* 
 des = des0 * 0.1; 
 law = evol manu t des f(t) fuer; 
 dessin law; 
 list law; 
* 
 i = 1; 
 repeter blovin imax; 
* 
* deformació plàstica equivalent 
* 
  trace vint1.i mod1 (cont malla) (prog 0. pas 0.005 0.1); 
*  trace vint1.i mod1 malla (prog 0. pas 0.005 0.1); 
* 
  list i; 
  i = i + 1 ; 
 fin blovin; 
 i = 1; 
 repeter blovin imax; 
* 
* tensions de von Mises 
* 
*  trace vmno.i mod1 (cont malla) (prog 0. pas 0.5 10.); 
  trace vmno.i mod1 (cont malla) (prog 0. pas 0.05 1.); 
* trace vmno.i mall.i; 
  list i; 
  i = i + 1 ; 
 fin blovin; 
* fin; 
 
 
 
 
 
